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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛЯ
ТОЧЕЧНОГО ИСТОЧНИКА В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ВОЛНОВОДЕ

Б ол т ов  Ю .Ф .

Предложен метод, позволяющий определить поле точечного источ­
ника в прямоугольном волноводе на основе выражений для полей этого 
же источника в плоских слоях, пересечением которых образован пря­
моугольный волновод. Рассмотрены задачи, иллюстрирующие примене­
ние этого метода.

В [1] для определения поля точечного источника в жидком слое с аб­
солютно отражающими (идеальными) границами была введена бесконеч­
ная цепочка «мнимых» (дополнительных) источников, которые совместно 
с заданным (основным) источником возбуждают в пространстве поле, 
совпадающее с искомым полем точечного источника в слое. Местоположе­
ние дополнительных источников, получающихся в результате последова­
тельных зеркальных отображений излучателя в границах слоя, найдено 
на основе лучевых представлений. Развивая эту идею, поле точечного 
источника в твердом прямоугольном волноводе с граничными условиями, 
при которых не происходит трансформации волн [2], можно определить 
как поле, возбуждаемое в пространстве бесконечным двойным рядом то­
чечных источников, состоящим из заданного (осповпого) и дополнитель­
ных излучателей. Для граничных условий, не позволяющих на основе 
лучевых представлений определить местоположение и вид дополнитель­
ных источников (например, слой с произвольными границами [1 ]), ука­
занный метод неприемлем.

Метод, предлагаемый в этой работе, позволяет (при определенных 
ниже условиях) выразить поле точечного источника в прямоугольном вол­
новоде в виде поля, которое возбуждается в пространстве основным и 
дополнительными источниками, определяемыми аналитически на основе 
выражений для полей заданного точечного источника в плоских слоях, 
пересечением которых образован прямоугольный волновод. Подход, осу­
ществляемый в этом методе, позволяет охватить случай пе только сосре­
доточенных, но и распределенных «мнимых» источников, что позволяет 
расширить допустимый класс граничных условий. Рассмотрим суть 
метода.

Запишем уравнение движения изотропной упругой среды под дейст­
вием гармонической во времени силы (т. е. процесс определяется мно­
жителем е~ш , приложенной к точке х°, в виде

L ( x ) =4яа6 (х—х°), (1)
где L(x)  —линейный дифференциальный оператор (множитель е ~ опу­
щен). В случае твердого тела L (x) ==pAu+(X+p)grad div u+co2pu, где u — 
вектор смещения, ц и Я — постоянные Ламэ, р — плотность (в этом случае 
а — векторная величина). В случае, например, жидких волноводов L(x)  =  
=Дф+Д:2(р, где ср — звуковой потенциал, к — волновое число (в этом слу­
чае а — скалярная величина). Рассмотрим как наиболее общий случай 
твердого тела. Пусть в направлении оси я, волновод иеграничен, а на 
краевых плоскостях Хг=±Ь  и #3= ± c  заданы линейные однородные гра­
ничные условия, совместно с которыми уравнение движения (1) образу­
ет корректную краевую задачу, решение которой есть U(0). Пусть выра­
жение для поля точечного источника в слое \х2] <Ъ есть и(1) [х(|я2|<Ь)]

( « Г  [ x ( k 2| < 6 )]= G ‘ ‘„) [х(|*2| <&)]•<*„, Gmn — компоненты матрицы Грина
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для слоя \х2\ < 6 , ап — компоненты вектора а) , а выражение для поля 

этого же источника в слое |я3|<с есть и(2) [х(|ж3|<с)] (гг™1 [х(|а:3|<с) ] =

=C „m [х ( I х3I < с )  ] •ап, где G^n — компоненты матрицы Грина для слоя 
\х3 \<с).

Рассмотрим сначала слой \х2\ <Ь. Продолжим аналитически выраже­
ния для ноля точечного источника и матрицы Грина на все пространство:

u(1,[x(|a;2|<£>)]->u(I)(x ), G^l [ х ( lo;zI<&) ]-+Gml (х). Это позволяет ввести
в рассмотрение силу f ll), которая возбуждает в пространстве поле иш (х). 
Для линейных краевых задач компоненты этой силы связаны с ап 
некоторой матрицей Л, имеющей компоненты а /п(х, х°): j\l) = а 1пап.
В дальнейшем эту матрицу А, однозначно определяющую силу fU), будем 
называть матрицей распределения. Используя выражение для компонент 
матрицы Грина, соответствующей неограниченному пространству G $
и учитывая, что сила f (I) возбуждает в пространстве поле и(1)(х:), нетруд­
но для определения компонент ami составить систему интегральных 
уравнений:

+ ооJ J J  G i?  ( x - 6 ) a , « ( S , x ‘ #>)dg, dlt, d%3=Gl2  (x , x ° ) . (2)
— CO

Введение силы l (,) равносильно «устранению» граничных плоскостей. 
В пределах полосы \х2\ < b  f(1) совпадает с заданным источником. Если 
вне полосы эта сила расположена на прямой х 3= х 3° (это, напри­
мер, имеет место для случаев, соответствующих сосредоточенным источ­
никам) и следовательно принадлежит области \х3\ < с , то можно опреде­
лить поле U(2), возбуждаемое этими силами в слое \х3\<с в вило

+с +°°
и )п [х ( |̂ з [< с ) ] =  J db  JJ [х,|(|а:з1<с)]аЛп(11х0)апй61й|2. Аналити­

чески продолжив выражения для компонент матрицы Грина в область 
\х3 \>с: G£)  [х, ? ( \х3 \<с)]  (х, |), определим U{2) во всем про­
странстве:

+  С О

иТ  (х) =  J J J  G 2  (х, 1) (1, х«) and^ d% 3  d|,
— oo

Произведенная в (3) замена конечных пределов интегрирования на бес­
конечные является правомочной, так как f (,) расположена на прямой

X i = X i \ Х 3= Х 3°

Построим функцию U(2) для случая, соответствующего твердому пря­
моугольному волноводу с краевыми условиями, при которых не происхо­
дит трансформации волн. В [2] показано, что существует восемь вариан­
тов граничных условий, удовлетворяющих принятому ограничению. Для 
всех вариантов, как следует из [2], f(,) представляет из себя цепочку то­
чечных источников, расположенных на прямой x l= x i°, х 3 = х 3°:

+  С О

/г<1>= ^  (—1У а, 8  (ж,—Xi°) б (хг— (—1)*а?а°+2 bq) б (х3—х3°) , (4 )
—  СО

Q

где индекс /  указывает па ориентацию колебаний дополнительных источ­
ников относительно заданного и в зависимости от индекса I и конкретных 
грапичных условий либо равен нулю, либо принимает значения сумми­
рующего индекса q. Матрица Грина для слоя \х3\ < с  при указанных огра­

%
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ничениях на краевые условия имеет вид (ср. [2 ]) G^l =  L (- 1} Gmn (xi
oo

V

— я2—£2, x3— (—1)Р£3-Ь2ср), где индекс i применительно к слою |#3|<с 
играет такую же роль, что и индекс Используя формулу (3), получим

и ™  ^  I j  { X l ~ X l ° ’  х * ~
Ч V

— ( 1 ) * # 2 ° + 2 q b ,  я 3— ( — 1 ) р# з ° + 2 р с )  *а„. ( 5 )

Из (5) видно, что U(2) совпадает с выражением для поля точечного источ­
ника в прямоугольном волноводе, полученным в [2] другим путем. Таким 
образом, для этого класса граничных условий имеет место U<2)= U <0).

Определим условие совпадения выражений для U(2) и U(0) в общем 
случае. Очевидно, в силу построения векторная функция U(2) заведомо 
удовлетворяет в области |a;2|<b, |я3|<с уравнению (1) и граничным 
условиям па плоскостях х 3 = ± с .  Для равенства U(2,= U (0) необходимо, 
чтобы U(2) удовлетворяло граничным условиям и па плоскостях х 2 =±Ь .

Рассмотрим слой |ж3|<с. Продолжим выражение для поля точечного 
источника в область значений |я3|>с, что позволяет по аналогии с f (,) 
найти силу f (2> с компонентами /}2) ={)/п,Лп, где (^„ — компоненты матрицы
раснределепия В, определяемые из системы интегральных уравнений:

+  оо

J J j  G 2 (х- 1) р„, (S, Xе) d|. dU d%s=G™ (X, х'«>). (6)
— oo

Принцип суперпозиции позволяет найти выражение для поля U(1), воз­
буждаемого силой i (2) в слое |£2|<6:

+ ОЭ
и Г  (х, х°) =  J Л  anGm?(x, Ю (?, х°) db d& d b .  (?)

—  СО

Векторная функция U(1) в силу построения удовлетворяет уравнению (1) 
и граничным условиям на плоскостях х 2 =±.Ь, и следовательно равенство 
U(1>= U (2) является достаточным условием для того, чтобы UU)(U<2)) было 
выражением для поля точечного источника в прямоугольном волноводе. 
Подставляя (2) в (3) и (6) в (7 ), нолучим:

и ?  =  Л  J  Gmn ( х - 1 ) F™ ( i ,  *•) d g t db d | „
—  со

(8)

Gm(1)=  j  j j  GiV (x - t )F n (i> (I , *°)d&. dU db,

ГДО
+ ОЭ

• Fn2) =  Л  J pn« (?, ч) a,a (4, x°)a, <*4 i *1» dr\»

+ CO
и Fn^— J J J " ч)  Ры( ч » - * ° ) *̂ 4* dr\2 йт]з можно трактовать как силы,

— оо
возбуждающие в пространстве соответственно поля U(,) и U(2>. Из (8) 
следует, что если последовательность «устранения» границ пересекающих­
ся слоев не влияет па выражение для пространственных сил (F(1)= F <2>), 
то (3 ), (7) и (8) являются в различной форме выражениями для компо­
нент вектора U(0). Когда компоненты матрицы распределения имеют
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структуру типа
amh~f(x2, Х г ° )  б  ( X i - X i ° )  6 (Хз-Хз0) ,

• $mk~f(Xs, Х3°) 6 {х 1 - Х 1 °) 6 {х 2 - Х 2 >),  (9)
то из (8) очевидно, что U(1)= U (2), если матрицы А и В являются переста­
новочными:

amb(x, x°)pftn(x, х°)=ф тЛ(х, х°)а*п(х, х°). (10)
Например, отмеченное совпадение выражения (5) с U(0) следовало ожи­
дать заранее, так как из (4) видно, что матрица распределения А  (анало­
гично и матрица распределения В)  является диагональной, в силу чего 
имеет место (10).

Используем предложенный метод для определения поля точечного ис­
точника в жидком прямоугольном волноводе с произвольными границами. 
Также как и в (1) будем характеризовать граничные условия коэффици­
ентами отражения плоских волн: z;t(0) при х 2 = —Ь, г;2(0) при х 2 =+Ь,  у3(0) 
при х3 = —с, у4(0) при х 3= + с .  Предварительно отметим, что в этом случае

матрицы Грина вырождаются в функции Грина: Gml)->G(0), Gmn-*-G{l\.
(2) о

Gmn -*-G{2); матрицы распределения — в функции распределения а тп-+аг
pmn-^p. Две произвольные функции удовлетворяют соотношению (10). 
Ниже будет показано, что а  и р имеют структуру (9), и следовательно 
формулы (3 ), (7) и (8 ), если в них заменить матрицы на соответствую­
щие функции, являются выражениями для поля точечного источника <р<ох 
при любых l>i, v2) 1>3, vL.

Поле точечного источника (р{1) в слое |а:2|<6 имеет вид [1]
ik

ср( и (х, х°) =  —  J  a/i Hq1* {кг sin 0) sin 0 сЮ9

Ti
где

у f f ( x 2 °, х2, Ь9 Л,, i>i(0), ^г(О)) при х 2 > х 2°,
\ f { x 2 yX2°ybyktyUl{Q)yV2 {Q)) при х 2 < х 2\ 

/(*2°, *2, Ь, * „  i;1(0 ) ,y 2(6 )) =
(0) eifcl(b+*,>,) +  а))

e - i2ktb( l —Vi (0) • у2(0) eiAbkt)

r = y  {Xi—xS)  2+  {x3 —x3°)2, k ,= k  cos 0.
Аналогично записывается выражение для поля точечного источника в слое- 
|х3|<с:

ср(2) (х, х°) =  j / 2Я 0(1) {кг, sin 00 sin 0,d0,,
Г 2

где
j  =  Г fe2, Vs (0 0 , 0 4  (00) при Х 3> Х 3°у

\ 1{х$,х3у Сук2у Уз(00 , ^ (0 0 )  при Х3< Х 3°у
k2 =k-cos  0,, г ,= У {х 1 —Хх°) +  {х 2 —х2 ) г.

Выражение для матрицы распределения а  можно получить в правой части 
уравнения (1 ), подставив в левую часть выражение для ф(,), аналитиче­
ски продолженное на все пространство. Использовав тождество

д2Н0(,)(кг sinG)^ +  _ W (,) (кг s i n 0)

д х ?дх ,2

+ <*•—*,*) 4 г'б (х.-х,0) б (х3- х 3°),

позволяющее связать цилиндрическую функцию / / (J} с обобщенной функ-
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2 к
цией Дирака 6 (xt—x* )b (x*—х3°), получим а = + - — 6 (я1—#,0) 6 (яз--Яз0)

4я

J  /1 sin 0 d0. Воспользовавшись теперь формулой (3) применительно

к этому случаю и проинтегрировав по переменным и £3, получим выра­
жение для поля точечного источника в прямоугольном волноводе в виде

.72 +°°
ср(0) =  _i_5 j  j*/3sin0dO J /2 sin 01ЛГо<1> (Лг0 sin 0t)d0,,

г, г2—  00

где г0= У (x i—x l0) 2,+  (x2—§2)% а /з получается из Д после замены я2 па £2.
В заключение отметим, что предложенный метод позволяет в некото­

рых случаях получать и приближенное выражение для поля точечного 
источника в прямоугольном волноводе. Действительно, если справедливо

неравенство I U„\l) —U ^  I <  VIU™ !2+.IU™12, to Uw (U(2)) удовлетворяет
точно уравнению (1) и граничным условиям на плоскостях хг=  
= ± Ь (х 3= ± с )  и приближенно граничным условиям па плоскостях xs=  
= ± c ( .r 2= ± fc ) , т. е. является приближенным выражением для поля точеч­
ного источника в прямоугольном волноводе.
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