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ЛУЧЕВЫЕ УРАВНЕНИЯ В БАРИЦЕНТРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ

М альцев Н . Е .

Выведены лучевые уравнения в барицентрических координатах, су ­
щ ественно упрощ ающ ие методику вычисления лучевых траекторий 
в неоднородных средах.

П ри  чи сл ен н ом  и  ан ал и ти ческом  оты ск а н и и  л уч евы х  тр аек тор и й  в  ср е ­
де с  д в у х - и  трехм ерн ы м и  н еод н ор од н остя м и  возн и кает  п роблем а а п п р ок ­
си м ац и и  коэф ф и ц и ен та  прел ом л ен и я  среды  п1(ху у, z) но и зм ерен н ы м  зна­
чениям  п осл ед н его , заданн ы м  в  отдел ьн ы х точ к а х . О дним из сп о со б о в  р е ­
ш ен и я  эт о й  п р обл ем ы  я в л я ется  разби ен и е среды  п а  си м п л ексы , т . е . в д в у ­
м ерном  сл учае  ыа треугол ьн и ки  и в тр ехм ер н ом  сл учае  на тетраэдры , 
с  верш ин ам и  в точ к а х , где изм ерен  коэф ф и ц и ен т п рел ом л ен ия. В  том  и 
другом  сл учае  п ри  и н тегри рован и и  л уч евы х  уравн ен и й  вн утри  сим плекса  
возн и кает задача оты ск а н и я  точ ек  п ересеч ен и я  л уч ей  с  границам и си м п ­
л екса , к отор а я  для своей  алгоритм изации тр ебу ет  созд ан и я  довол ьн о сл о ж ­
н ы х к он стр ук ц и й . Д ей стви тел ьн о, п у сть  в тр еугол ьн и к  (ф и г. 1 ) ,  в  к отор ом  
задан  коэф ф и ц и ен т п рел ом л ен ия, в х од и т  л уч  с о  стор он ы  с  ном ером  3. 
1 1 а ф и гуре указан ы  возм ож н ы е тр аек тор и и  л уча  вн утри  треугол ьн и ка . 
Д аж е в сл учае  сохр ан ен и я  зн ака  кри ви зн ы  л уча  в озм ож н ы  п я ть  вариан­
тов  его  п оведен и я  вн утр и  треугол ьн и ка , в п р оти вн ом  сл учае  чи сл о эти х  
вариантов резк о  возрастает. Е щ е бол ее  сл ож н а я  карти н а  н а бл ю д а ется  в 
тр ехм ер н ом  сл учае, когда ч и сл о  вариан тов  с  трудом  п оддается  обозр ен и ю . 
Н иж е п оказан о, как с  введен ием  естествен н ой  си стем ы  к оор д и н а т  внутри  
си м п л ек са , м ож н о  л егк о  п реодол еть  эти  трудн ости .

П о оп редел ен и ю  (см . [ 1 ] )  бари ц ен три чески е к оор д и н аты  Х > = Я /(г), 
И  (гд е  п — р а зм ер н ость  п р о ст р а н ст в а ), п рои звол ьн ой  точ к и  г  

отн оси тел ь н о  п+ 1  т о ч е к  есть
ед и н ствен н ое  реш ение л ин ейн ой  7
си стем ы

П + 1

У,
j= l

(1 )
n n +1

■= У а д , у Л ; = 1

z

1=-1 J - l
Фиг. 1( а , -  — единичны е орты  п о осям  х{) .

П ри  этом  п редп ол агается , что
п+ 1  точ ек  Г; не прин адл еж ат ги п ер п л оск ости , т . е. в двум ерн ом  случае не 
л еж а т  п а  одн ой  п рям ой , а  в тр ехм ер н ом  сл у ч а е  не л еж а т  в од п ой  пло­
ск ости .

Р ассм отри м  двум ерн ы й  случай . П у сть  в п л оск ости  (я , у)  заданы  три 
точ к и

}=  1, 2 , 3 . (2 )
Т огда , согл а сн о  ( 1 ) ,  к оор д и н аты  X) оты ск и в а ю тся  из реш ения сл едую ­

щ ей си стем ы  уравн ен и й :

(3 )
1^1» # 2 »  *3 X

4 Я = [ /и  Угу Уз я * =  У

о ,  1 ,  1 ' Яз 1
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М атрица, обратн ая  А , е сть

А~'= 1
У г - У з ,  X s — X Zy X 2y s ~ y 2X 3 

У*~Уи Xi-X,, ytXs-X ty3
У i У%у X 2 - X U  X i У г - У х Х 2

A = d e t  A = x t (уг-уз) +x2(y3- y i) +x3(yl- y 2) = 2 5 .  

О тм ети м  сл ед у ю щ ее  св ой ств о  ба ри ц ен три ческ и х  координ ат:

h i M —dijl

(4)

(5)

т. е. п оск ол ь к у  Я, е сть  лин ейн ы е ф ун к ц и и  коорди н ат ( х , у ) ,  они  п р о п о р ­
циональны  р а сстоя н и и  от  со о тв е тств у ю щ е й  стор он ы  треугол ьн и ка  д о  точ ­
ки г, причем  вн утр и  треугол ьн и к а  Я ,> 0 ,  Я2> 0 ,  Я3> 0  и  на стор он а х  1, 2 , 3  
соотв е тств е н н о  Xiy Я2, Я3 равн ы  н улю .

С делаем  в л уч евы х  ур а вн ен и я х  [2 ]

п — : I п —  V— V  лг=0
d 
ds{пds) (6 )

за м ен у  н езави си м ого  п ерем ен н ого  и= и тогда ( 6 )  п ри м ут вид

Л
du2

V n 2 = 0.

Р асп и ш ем  посл едп ие ур авн ен и я  в к оор д и н а та х  (х , у) и добави м  к л у ­
чевы м  уравн ен и ям  од н о  тож д еств о

d2x/du2- \ / 2 d n 2ldx=0 , d2y/du2- \ l2 d n 2/dy=Qy d2l'/du2- 0 = 0 . ( 8 )

Т еп ерь  м ы  м ож ем  п ерей ти  от  (я , / / )  к  Я,-, дей стви тел ьн о, в соотв етств и и  
с  (3 )  '

откуда

^
du2 ^  Л d u 2 ’

или, п одробн ее,
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где п * = п г ( х ,  у )  = п г ( Х 1, Я*, Я,3) .
Н ачальны е у сл о в и я  для Я» п ри  и = 0  п ол уч аем  из ( 3 ) ,  т . е.

(  > ..(0 ) \ / * ( 0 )  \

х . ( 0 )  = Л - ‘  1 /(0 ) ) ,  (1 1 )V х ,(о )  /  \ 1 /
причем  со о тв е т ст в у ю щ е е  А,,- автом ати ч еск и  обр а щ а ется  в  0 , есл и  точка 
( я ( 0 ) ,  у(0 ) )  л еж и т на к а к ой -л и бо  стор он е  треугол ьн и ка . У сл ови я  для 

d k i ( 0 ) / d u  п ол уч а ю тся  ди ф ф ерен ц и рован и ем  (3 )  п о  и, т . е.

/  d X t ( 0 ) / d u \  / d x ( 0 ) / d u \

d l 2 ( 0 ) / d u \  = A ~ ' l  d y ( Q ) / d u  \ '  (12)V d b s ( 0 ) / d u /  \ 0  /
t

Н езави си м о от  сп о со б а  апп рокси м ац и и  п 2 м ы  и н тегр и р уем  теп ер ь  у р а в ­
нения ( 1 0 ) с  начальны м и усл ов и я м и  ( И ) ,  ( 1 2 )  вп л оть  д о  то го  м ом ента, 
когда од н о  из А,,* и зм ен и т зн ак  — л у ч  п ер есек  со о т в е т ст в у ю щ у ю  стор он у  
треугол ьн и ка . Т аки м  обр а зом , в е сь  анализ п ересеч ен и я  л уча  с  трем я  п ря ­
мыми свод и тся  к сл еж ен и ю  за  зн аком  А,,*. Х о т я  ч и сл о  уравн ен и й  возросл о 
при  это м  на еди н и ц у, одно из н их (л ю б о е ) м ож н о  не и н тегри ровать  в силу 
л и н ей н ой  зави си м ости  м еж д у  ба ри ц ен три чески м и  координ атам и  из ( 1 ) 
л и б о  и сп ол ьзовать  э т у  зави си м ость  для кон трол я  точ н ости  интегрирования.

О соб ен н о  п р осто  вы гл яди т п р оц ед ур а  и н тегри рован и я  л уч евы х  урав-' 
нений в ба ри ц ен три ческ и х  к оор д и н а та х , если п 2( х ,  у )  вн утр и  сим плекса  
задан о в виде линейной  ф орм ы , к о т о р у ю  в си л у  св ой ства  (5 )  м ы  м ож ем  
за п и са ть  в виде

п г ( х } у)=/?(г)=р,Я,(г)+р2Я2(г)+М з(г), (13)

где pt=n2 (г<) — значения коэф ф и ц и ен та  прелом ления в верш и н ах тр е ­
угол ьн и ка. В  это м  случае

дпг 1

дх Л

дп1 1

ду А

(P i (У г~ У з )  + Р з  ( У з - У 1 ) + Р з  (У 1 ~ У г )  )  ,

(Pi ( Х з - Х я) + p z  (лг.-Ж з) +Д з ( X z - X i )  ) .

В  результате л уч евы е у р а в н ен и я  (1 0 )  п ри н и м аю т вид

d% i
da2 2Д 2

d2fK 2 1

du2

1 ** <3
1 CV)

d2X 3 1

du2 2Д2

(Р и  Р ф , + Р 2Р2+ Р зр з )  ,

(Р2,р.Р1+РгР2+РзРз),

(P s.P 'P i+РгРг+РзРз), (1 5 )

где р ! = г 2—г3, р 2= г 3—г,, р з = г ,—г2, р 1+ р 2+ Р з = 0 . О бозначив правы е части



ч

х

уравн ен и й  (1 5 )  через q{, i = 1, 2 , 3 , мы  
п ол учаем  для л<:

<Ь =  2 ^  (р »  P iPi+PzPa+^.ips),

М и ) = М 0 ) + и М 0 ) + - ^ -La

i 1 , 2 ,3 ,

(1 6 )
qiu\

(1 7 )

Задача оты ск а н и я  точ ек  п ересечен и я  
л уча  с о  стор он ам и  треугол ьн и к а  св о ­
д и тся  к анал изу к ор н ей  тр е х  квадрат­
н ы х уравн ен и й

Х{(и) = 0 , * = 1 , 2 , 3 . (1 8 )

Е сл и  к ор н и  к а к ого -л и бо  и з  эти х  ур а вн е­
ний к ом п л ек сн о  соп р я ж ен н ы е , то  это  о з ­

начает, что  л уч  не п ер есек а ется  с  со о тв е тств у ю щ е й  стор он ой . Е сл и  корни 
вы рож ден ы , т о  л у ч  к а са ется  со о тв е тств у ю щ е й  стор он ы . Н ак оп ец , если 
корни в ещ ествен н ы , то  н аим ен ьш ий  п ол ож и тел ьн ы й  к ор ен ь  д а ет  и ск ом у ю
т о ч к у  п ересечен и я . П ри  оты ск а н и и  точ к и  п ер есеч ен и я  м ы  в н овь  п е р е х о ­
дим к  к оорд и н атам  (х, у),  а затем  к  к ород и н атам  (А,,, А2, А3) ,  но у ж е  в 
новом  тр еугол ьн и к е , к оторы й  и м еет  о б щ у ю  ст о р о н у  с  рассм отрен н ы м  
выш е.

В  сл у ч а е  ср ед ы  с  трехм ерн ы м и  н еод н ор од н остя м и  в к ач естве  осн ов н ого  
эл ем ен та  ср ед ы  м ы  возьм ем  тетраэдр  (ф и г. 2 ) .  У р авн ен и я  для бари ц ен ­
тр и ч еск и х  к оор д и н а т  ( 1 )  п р и м ут  вид

Л1 =

хи
У и  
Z и  
]

2*2» ЯЗ, 
У 2, У 
г-2, 2:i, 
I 1

(19 )

О пределитель м атриц ы  А е сть  A = d e t  Л =  ( ( г 2- т , )  (г3—г ,)  (г 4—г , ) )  = 6 F, 
где V — о б ъ ем  тетраэдра , п ор ож д ен н ого  точк ам и  ru i= 1, 2 , 3 , 4 . Элемен­
ты  обр атн ой  м атриц ы  А~х и м ею т  вид

{ A - ' ) ix= S J 6 F , { A - ' U — S J 6 F , { A - ' U ^ S J 6 F , ( ^ ' 1) 14= - ( r 2r 3r 4) / 6 F t 

( Л - ! ) 2| = - 5 2х/ 6 У ,  ( i 4 - % - S 2,/ 6 F f ( 4 - % — S i^ B F ,  ( Л " 1) 2 4 ( т 1ГзГ 4 )  /6F ,

(2 0 )

( Л - ‘ ) 31= 5 з х / 6 У ,  ( 4 - % « - S „ / 6 F , ( Л “ |) 3з = 5 зг/ 6 У ,  (А -1) и —  ( r ,r2r4)/6 F ,  

(Л - 1) * — S 4X/6 F , / ( Л - % = £ 41,/6У, ( 4 - % = - S 4l/ 6 F , ( Л - 1) 44= ( г 1г 2Г з ) / 6 У ,

где, н априм ер , S,* е сть  п л ощ адь п роекц и и  грапи  с  н ом ером  1 па п л оск ость  
(у ,  z )  и т . д. В  р езу л ь та те  м атриц а А~' п ри н и м ает вид

- S l y , S i z , — (Г2Г;!Г4)
S * V ’ — s2z, (ГхГяГ,)

—  S a y , S z ZJ —(rir2r4)
s i v , -- (Г1Г2Г3)I

Л у ч ев ы е  ур авн ен и я  в к оор д и н а та х  А* п р и обр ета ю т сл е д у ю щ у ю  ф ор м у :

664



П р оц едур а  оты ск а н и я  л учей  со ст о и т  в задании начальны х усл ови й  дл я  Хи 
dXjdu , т. е.

/ М 0 )\  / * ( 0 )\
d Ы < > )\  . . d 1/ ( 0 )  I
du 1 (0 )  I du 1 z  (0 ) I

\ M 0 ) /  V  0  )

и и н тегри рован и и  ( 2 2 ) д о  тех  п ор , пока  х о тя  бы  од н о  из Xi не ста н ет  от ­
ри ц ател ьн ы м , ч т о  е сть  п ри зн ак  п ересеч ен и я  л учом  соотв етств ую щ ей  грани 
тетраэдра . Т аки м  обр а зом , и  в трехм ерн ом  сл у ч а е  сл ож н ы й  анализ п ове­
дения л учей  св од и тся  к р ути н н ой  п роц едуре.

Р ассм отр и м  какой  вид  п р и м ут  л уч евы е у р а вн ен и я , есл и  коэф ф ициент 
прелом ления задан в виде линейной  ф орм ы

л2 ( г )  e M i + M a + M * + M 4 »

Pi=n2(г ,) ,  i = 1, 2 , 3 , 4.

П осл е н есл ож н ы х , но гр ом озд к и х  вы к л адок  л уч евы е уравн ен и я  п ри обре­
т а ю т  вид

(
Х \ \  /  ( S j ,  S i  p i  —  S 2 P 2  +  S 3p3

^2 1 1 | (®2’  — S 1 P1 ^ 2^ 2 —  ®:,P3

X3 ~  7 2 7 * 1  (S3S 1P 1 —  S2P 2 -f- S3P3 —  S4P4)
X4 /  \ (S i, —  S jp i -f- S2P2 —  S 3ps +  S 4P4)

где Si — век тор ы , направленны е вд ол ь  норм ал ей  к  граням  тетр аэд р а  и  п о 
величине равны е пл ощ адям  эти х  граней. К а к  и  в двум ер н ом  сл у ч а е , для 
к а ж д ого  Хг м ы  п ол учаем  квадратн ы й  трехчл ен  п о степ ен я м  и. И з ч еты р ех  
к ва д р а тн ы х  уравн ен и й  А * (и )= 0 ,  i= 1, 2 , 3 , 4 , но зн а к у  ди скри м и н ан та  
р а ссм а тр и ва ю тся  тол ьк о  те , у  к отор ы х  е сть  в ещ ествен н ы е корн и , а из 
п осл ед н и х  в ы би р а ется  наим еньш ий пол ож ител ьны й .
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