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ОБ ОТРАЖЕНИИ ПЛОСКОЙ НАКЛОННОЙ ВОЛНЫ ОТ СЛОИСТОГО 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА ПЕРИОДИЧЕСКОГО ПРОФИЛЯ

Белишев М .И . ,  К уприянова Н .В .

Приводится общая схема расчета коэффициента отражения наклон­
ной волны от слоисто-неоднородного полупространства периодического 
профиля. Рассмотрены конкретные периодические кусочно-постоянные 
профили, для которых коэффициент отражения вычисляется явно.

В работе вычисляется коэффициент отражения плоской волны от по­
лупространства с периодическим кусочно-постоянным профилем. Особен­
ностью рассматриваемого в работе случая является наличие слоев, от ко­
торых происходит полное внутренпее отражение.

Опишем общую схему нахождения коэффициента отражения от полу­
пространства периодического профиля. Рассматривается задача: из одно­
родного полупространства z< 0 , граничащего со слоисто-неоднородным 
полупространством z > 0, на границу раздела z= 0  под углом 6о(О^0о< я /2 ) 
падает плоская волна. Скорости распространения волн в полупространст­
вах z < 0  п z > 0  равны соответственно: c0=const и c = c (z ) ,  коэффициент 
преломления n(z)  \z>0= c Q/ c(z). Единицу измерения времени удобно 
выбрать так, чтобы cos00/c 0= l .  В стационарной форме задача состоит в 
нахождении решения уравнения

Э2
—•- Zl(z, C0)+<02tf(z)u(z,G>)=0, -oo<Z ,C 0< ~ , (1)

v z *
0

где q{z)  |2>0= c 0- 2[«.2(z ) -s in z 0O], q{z)  |2<0=cos2 0о/с о2= 1 , при условии

u(z, to) |2<o = e x p (t c o z )+ r (o )  exp (—itoz), (2)

где r(co) — коэффициент отражения, также подлежащий определению 
[1, 2]. Предполагается, что решение u(z, о>) удовлетворяет принципу пре­
дельного поглощения в общей форме [4] (т. е. при со=т-На, т^О, а>0

должеп сходиться иптеграл J \ u z ' (z, со) 1“ d z )  и условию непрерывности и,
о

и2 во всех возможных точках разрыва q(z) .  В рассматриваемом случае 
q(z)  (вместе с c(z) и n(z) )  есть функция периодическая при z> 0 : 
q(zAk)  |z>o=g(z) |г>0| где f c > 0 - период [1, 2 ]. Другими словами, полу­
пространство z> 0  составлено из бесконечной последовательности одина­
ковых прилегающих друг к другу слоев толщины h : q(z)\ l)<2<h= q (z ) y 
Ф )  I h c z < 2h q (z~—h) , 4 q (z) U<z<(*+i ) h = £ ( z - A : /0 , где q{z)  -  про­
филь слоя (фиг. 1, 2).

Опишем параметры отражения «уединенного» слоя с q=q(z )  
(g(z)\2<0= q ( z ) \ 2>ĥ \,  фиг. 2). Ниже через них будет выражен коэффи­
циент отражения г (со). Пусть A (z, со) — решепне задачи об отражении от 
слоя для волны, падающей слева:

Э2—  Л (z, о )  +CQ2q(z)A(z ,  0)) = 0 , - ° o < z, A (z, со) !*«,=
3z2

= e x p (r c o z )+ t f(c o )e x p (—m z ) ; A (z, со) l2> & = ai(co)exp [ico(z—h) ],

733



—  o o < Z ,  ( 0 < ° °

a B( z , со) — для волны, падающей справа:

^ S ( z ,  co)-bco2g (z )5 (z ,co )= 0 ,

B (z, со) 12<0=fei(со)exp(—tcoz); B( z , со) |2>л=ехр[—ico(z-fe)] +
+fe(co)exp[ico(z—fc)],

где a, a, и by bt — коэффициенты отражения и прохождения для волн, па­
дающих па слой слева и справа. Отметим известный факт: а, (со) = 6 , (со).

Рассмотрим еще одну вспомогательную задачу, в которой полупрост­
ранство z > 0 составлено из слоя 0< z < h  и прилегающего к нему справа по­
лупространства z>h . Сначала рассмотрим полупространство z > 0 с про-

Рис. 1. Полупространство z> 0  с пе- Фиг. 2. Профиль «уеди- 
риодическим профилем <?(z)|r> o=  немного» слоя

= с 0“  2[ra2(z)—sin2 0О]

филем q—Q(z)  и коэффициентом отражения г= /?(со). Пусть по-прежпему 
q(z)  — профиль слоя 0< z < h .  Составим новое полупространство z > 0 с 
профилем ? ( г ) :д ( г )| л<1<* = { (г ) ,  q ( z ) |,,<z< „ = (? (z -& ) .  Тогда коэффи- 
циент отражения от такого полупространства выражается через парамет­
ры составляющих его слоя и полупространства следующим образом [1, 3 ]:

г (со) =а(со) — а,2 (со)/? (со)/ ( 4 —Ь(со)/?(со)) . (3)

Приступим, наконец, к вычислению коэффициента отражения в зада­
че с периодическим q(z)  |2>0. В этом случае полупространство z > 0 мож­
но считать составленным из слоя 0< z < h  с  q=-q(z) и полупространства 
z>fe, которое, очевидно, физически тождественно исходному. В этой си­
туации в формуле (3) Я(со) =г(со), что позволяет использовать ее как 
уравпение для г(со). Разрешая его, получаем

г (со) =  ( 1/2Ь ( со) )  (1+а(со) 6(со) -ha,2 (со) ±
±У [1+а(со) 6(co)-ha,2(co) ] 2—4а(со) й(со)}. (4)

В самом общем случае для полупространства с произвольным профилем 
<7(z)|z>0 коэффициент отражения обладает следующими свойствами [4]: 
а) г (со) аналитичен в верхней полуплоскости со, исключая, быть может, 
мнимую полуось, причем особенности на мнимой полуоси появляются, 
если q(z)\ t>0 знакопеременно (см. [3, 4 ] ) ;  б) верхпие граничные значе­
ния коэффициента отражения на вещественной оси удовлетворяют усло­
вию |r(o+ i0 ) |<1; в) для всех со с Im со>0, Reco^O r (c o )= r (—© ). 
В конкретных случаях эти свойства позволяют выбрать «физическую» 
ветвь двузначной функции (4). Рассмотрим пример.

Пусть в уравнении (1) q (z) |z>0 — периодическая кусочно-мостоянпая 
функция: q(z)  |0<«<i— 1, q{z)  | ,<*<2= 1 , . .  . ,  q{z)  !*-,<«<*= ( - 1 ) \ . . . .  
Отметим особенность этого профиля: в слоях 2 k < z < 2 k + l  (&=0, 1, 2 , . . . )  q(z)<0, т. е. n (z )< s in 0 o. От них происходит полное внутреннее отраже­
ние. Выделяя слой 0 < z < 2  и проводя выкладки по приведенной выше 
схеме, нетрудно получить а(<*>) = —НЬ со; Ь (го)=—Sexp (2т)  th со; а,(со) =  
=ехр (£co)/ch со н соответственно

r(co) =  [exp (—&co)/thco] [sin со± (sin2 со—th2 со)7’ ] . (5)
Обозпачим Z>(d)) =sin2со—th2со и пусть со0, ©i, со2, . . . — положительные 
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нули D((о). Первый из них со0 расположен между л/2 и л. С ростом номе­
ра р нули сор асимптотически группируются парами {co2P-i, со2Р} так, что 
сОер-1< ( р + 1/ 2)л < (д2ру причем длина промежутков (cd2p_i, со2Р) экспонен­
циально убывает. Далее, D (со)>0 при О<о)<0)0, ..  •, o)2P-i<c*><o)2p и 
/ ) ( о ) < 0  при ы2р<со<со2р+1 ( р = 0, 1, 2 , . . . ) .  Функция (D(<о ) ) 1/а из (5) до­
пускает выделение однозначных ветвей в первой четверти (1ш со>0, 
Re со>0). Пусть (Ъ (©))!£* — та ее ветвь, для которой (D(ci)))!/*| 0<®<шо->0. 
Произведем теперь выбор ветви в (5 ), сохранив для пес обозначение г ( о ) . 
для всех о  с 1ш со>0, R e © > 0  положим r(co) =  [exp (—to)/th © ] [sin со— 
— (Z>(со)) V* 1, затем продолжим ее во вторую четверть, положив г(©) =  
= г (— со) для О) с lm (o>0 , RocoCO. Построенная ветвь удовлетворяет усло-

Фиг. 3 Фиг. 4
Фиг. 3. Зависимость модуля коэффициента отражения от частоты для профиля

*M U -k .<a- <-!)*, (*=1, 2 ,...); Г=|г(0)+Ю)| (о»0 )
Фиг. 4. Зависимость модуля коэффициента отражения от частоты для профиля
q ( z )  |A- 1 < Z < * =  ( V 2) [ 1 +  ( - 1 ) * ] ,  ( * - 1 , 2 , . . . ) ;  г — | г ( о  +  Ю )|  ( о » 0 ) ;  r0— ( V 2 - 1 ) / ( V 2 + 1 )

виям а) — в), в частности |г(со+гО) | |о<о<оо= (th со)-1 [sin со— (sin2 <о— 
—lliz со)/у] <  1 (заметим, что другая ветвь г(со) в (5) по модулю больше 1, 
т. е. является «нефизической»). Непосредственный физический смысл 
имеют ее верхние граничные значения для положительных частот. Они 
таковы (значения квадратных корней в формулах арифметические): 
г(о)+Ю ) | Ш2р<*«»,р+1=  [exp ( —to)/th  со] [sin c o + i ( - l ) р ( |sin2 co-th2 со |) %] , р =  
= 0 , 1, 2 , . . . ,  г(со+Ю) |<>,,-,«><»*,= [exp ( —to)/th  со] [sin c o - ( - l ) p(sin2co- 
—th2© )7*], р = 1, 2 , . . .  . Поведение |г(со) | иллюстрирует фиг. 3.

Отметим некоторые особенности. Хотя суммарная оптическая длина 
пути в непрозрачных слоях 2 k < z < 2 k + l  (Аг=0, 1, 2 , ;  q = —1) бесконеч­
на, полное внутреннее отражение происходит не на всех частотах. Сущест­
вуют «окна прозрачности» (со2я—i, со2р), на которых волна просачивается в 
полупространство z > 0, причем с ростом р их длина быстро убывает. На 
этих частотах преломленное поле u (z , со) |г>0 не убывает при z->-«>. Далее, 
при со-^+0 /*(со)-Н, т. с. для длинных волн полупространство становится 
непрозрачным. При со —Ч-оо r(a>)->—£, т. е. короткие волны отражаются 
от полупространства как от однородного с профилем q(z)  \z>0= —1 (ко­
роткие волны отражаются от пограничного слоя 0 < z < l ) .

В заключение приведем, опуская подробности, выражение для коэффи­
циента отражения от полупространства с профилем q(x)  |2>0: c /(z )=  0 при 
2 k < z< 2 k + l\  q ( z ) =  /1 при 2 fc+ l< z< 2 /c-f2  (/с=0, 1, 2 , . . . ) .  Пусть С ( со) =  
=cos (0+2 sin со/со, Е (ее) =С 2( со) — 1; со0, со,,. . .  — положительные нули 
Е {со); они асимптотически группируются парами: {a)2P-i, со2р} ,  со2Р—со2р-.,~ 
—1//> при Для этого случая коэффициент отражения таков:

г(о>+Ю) |В!р.,<м<В!р=ехр (-гео) [С,( ( й ) - ( - 1 ) г’ (£ (со )) ,'г], 
r{(D+iO) |B2p<B<B!p.,=exp { -т )  [СЧ о>)+г(-1)р(|Я(со) |)’Л] .  

где р = 0 у 1, 2 , . . . ;  со_,=0; значения квадратных корней арифметические. 
Поведение |г(со) | указано на фиг. 4.
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