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О СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ ПЕРЕМЫЧКИ 
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Установлено существование собственных колебаний в бесконечном 
плоском волноводе, канал которого перекрыт тонкой изгибно колеблю­
щейся пластинкой.

Известно, что у конечной пластины или мембраны, каким-либо обра­
зом закрепленной по контуру, существуют дискретные частоты собствен­
ных колебаний. В безграничной среде колебания сопровождаются излу­
чением и все частоты смещаются в комплексную плоскость с действи­
тельной оси. В то же время в конечной трубе, закрытой крышками, через 
которые звук не проходит, возможны стоячие волны определенных диск­
ретных частот (собственные колебания трубы) [1]. Цель данной работы 
обратить внимание на существование собственных колебаний в плоском 
бесконечном волноводе с идеально жесткими стенками, который перекрыт 
тонкой изгибно колеблющейся пластинкой.

В более сложной ситуации, когда и бесконечные стенки волновода 
представляют собой изгибно колеблющиеся пластинки, фупкция Грина 
данной задачи строилась методом Винера — Хоифа [2]. Общее решение 
содержало некоторое количество произвольных постоянных, для определе­
ния которых привлекались гранично-контактные условия, описывающие 
характер скрепления пластин в угловых точках. В итоге возникала систе­
ма линейных алгебраических уравнений для указанных постоянных, 
однако вопрос о возможности обращения в нуль определителя системы не 
обсуждался.

В данной, более простой задаче установлено, что возможно совпадение 
параметров, при которых аналогичный определитель равен нулю и, таким 
образом, существуют собственные колебания в бесконечном волноводе.

Рассмотрим стационарные акустические колебания в волноводе 
(—°°< ^ < <х>, 0<y<d)  с жесткими стенками (— 0, d), пере­
крытом тонкой изгибно колеблющейся пластинкой (х= 0 , 0<y<d).  Будем 
считать, что поле давлений в волноводе р{х, у) антисимметрично отно­
сительно пластинки. Оно удовлетворяет уравнению Гельмгольца при гра­
ничных условиях др/ду=0 па жестких степках и

£ ‘p (0 ,y )=  ( - ^ - & o 4)-^+ 2v/> = 0  (0<j/<d)  (1)

на пластине. Здесь к0 — волновое число изгибных колебапий пластины в 
вакууме, v=p0co7D, р0 — плотность жидкости, D — цилиндрическая 
жесткость пластины. Пластина считается жестко закрепленной по краям:

£ (0 )= 4 (d )= 0 , П 0 )= П < * )= 0 , (2)
где t ( y ) ==dp(0, у)/дх/(р0ог) — ее смещение. Необходимо поставить также 
условие излучепия, в силу которого поле давлений должно быть ограниче­
но и не содержать волн, приносящих из бесконечности энергию. В окрест­
ности угловых точек границы (0, 0) и (0, d) предполагается выполнен­
ным условие Майкснера.

Установим сначала, что в условиях поставленной однородной задачи 
отсутствует перенос энергии на бесконечность. Для этого домножим урав­
нение Гельмгольца на р(х,  у)/(2р0со) (черта везде означает комплексное
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сопряжение), проинтегрируем результат по области Й(е, Я ), образован­
ной удалением из отрезка волновода (0< х< Н у 0<y<d)  окрестностей уг­
ловых точек радиуса е. Отделим в полученном равенстве мнимую часть 
и воспользуемся второй формулой Грина для пластины [3]. Устремим, 
далее, е к нулю и привлечем условие Майкснера. В итоге найдем

я (Я) +  - ^  Im lim а Г ' - Г П  1Г‘-0 , (3)

А Ю Г м Г
игл J2р0ш

др -  ГГ
TZP аУ-ox I

Здесь я  (Я) — поток энергии, переносимой через сечение волновода (я=Я , 
0 < y < d ). Воспользовавшись условиями закрепления пластины (2), най­
дем, что я  (Я) =0, т. е. энергия на бесконечность не переносится.

Представим поле давления в виде ряда (Г n= ((n n /d )2—k2)42)

р{х, у)
япу

cos ——  е' ГпХгпсп (х>0). (4)

Здесь сп — неизвестные постоянные, е0= '/ 2, е„=1 при п >  1, а отсутствие 
значка суммирования означает, что оно проводится по всем п^О. Можно 
проверить, что из условия конечности энергии пластины и ограниченности 
перерезывающей силы на ее концах следует асимптотическая оценка 
и4сп= 0 (1 ) Граничное условие на пластине приводит к уравнению

1 у"! ппУ(Ьп=  ((яп/d) 4—&о4) Tu-2 v , б (у) — дельта-функция) —  cos =

= A 8{y)+ B 8(y-d ) с неизвестными грапично-коптактными постоян­

ными А ч В. Предполагая для простоты, что величина ЬпФ0 для целых гс, 
найдем сп= {А + В{—i ) n)/Ln, Остается воспользоваться гранично-контакт­
ными условиями (2) для определения А и В. Ясно, что условия для углов 
поворота выполняются автоматически. Условия для смещений удобпо за­
менить эквивалентными £ (0 )± £(d )= 0 , в результате приходим к однород­
ным уравнениям __ г» __ г4

(5)(■А+В) £
2п

'2п
=  0,

Внесем ряд (4) для поля давления в найдепное выше соотношение 
л (Я )=  0. Найдем для всех бегущих волн с„=0, т. е. А + В (—1)п= 0  при 
Ы >яп.  Таким образом, поле давления убывает экспоненциально при 

Так как пулевая мода обязательно является бегущей, паходим 
А + В = 0. Если бегущей является и первая мода, т. е. Ы >п,  находим 
А —В = 0, откуда А = В = 0. Таким образом, в достаточно широком волново­
де (kd> n) отсутствуют собственные колебания.

Пусть теперь к (К л .  Остающееся гранично-контактное уравнение име-

ет вид 24F (v)= 0 , F(v)«= £ r 2„+I/L2n+i, а в формуле (4) для поля дав­

ления следует проводить суммирование лишь по нечетным п, иначе го­
воря, собственный процесс оказывается антисимметричным относительно 
средипной линии волновода.

Нетрудно видеть, что функция F(y) является аналогом гранично-кон­
тактного определителя. Исследуем вопрос о ее нулях по параметру v. 
Функция F(v) имеет разрывы в точках V n = ( ( r t r c / d ) ' * — й04)Г„, причем 
lim F (v)= ±°o  при v->-vn=F0. Ввиду монотонпости функции F(v), на каж­
дом промежутке (v„, v„+i) у нее существует единственный корень v„°. 
Из множества корпей v„° следует, разумеется, удалить отрицательные.

На фигуре сплошной линией изображена зависимость волповой тол­
щины пластины АЯП, соответствующей первому корню Vi°, от относитель-



пой ширины волновода d/Hn. Рассматривалась ситуация сталь — вода. Для' 
сравнения штриховой линией изображена аналогичная зависимость в слу­
чае полубесконечного волновода с пластинкой. Аналогичным образом* 
можно установить существование собственных колебаний в волноводе с 
мягкими стенками (р{х , 0)=р(х,  d )= 0 ), перекрытом пластиной. В отли­
чие от волновода с жесткими стенками, в данном случае условие отсутст­
вия нулевой моды накладывать не приходится, в результате чего собст­
венный процесс может быть симметричным или антисимметричным:

* А

Зависимость волновой толщины плас­
тины кНа от относительной ширины 
волновода d/Нц для первого резонапса 
(сплошная линия соответствует беско­
нечному волноводу, штриховая — полу-

бесконечпому)

относительно срединной линии вол­
новода.

Собственные колебания описан­
ного типа возможны также в прямо­
угольном волноводе, по невозможны 
в круглом.

Возвращаясь к изучению плоско­
го волновода, отметим, что в случае 
неоднородной задачи граничное 
условие (1) примет вид &р{0, у) =  
= /(у ) , где /(у ) — плотность внеш­
них сил, приложенных к перегород­
ке. Необходимым условием сущест­
вования решения будет при этом 
соотношение ортогональности

d

J  f(y)lo{y)dy^O,
О

означающее равенство нулю работы поверхностной силы на перемеще­
ниях £0(у), соответствующих собственным колебаниям.

Нетрудно проверить, что собственные колебания в описанной конст­
рукции невозможны при наличии поглощения в материале пластины 
(Im D < 0). Действительно, энергетическое тождество (3) в данном случае 
имеет вид (суммирование по n<kdfn)

4dp0<o£
откуда, с учетом условий (2), £(у)=0, следовательно, р(х, у )=  0.

Отметим, что в более простом случае, когда волновод перекрыт мем­
браной (р — ее плотность, Я —толщина, Т — сила натяжения), свободной 
по краям, собственная функция находится элементарно:

р{х, y)=cos хх  ехр{—Ух2—к2х). (6)
Здесь х — корень уравнения

У ^ = р = р ой)2/ (TV -рЯо)2) . (7)

удовлетворяющий условию xd= nn  (« — натуральное), причем должно вы­
полняться неравенство х > т а х  (к , (рЯсо2)7’). Ясно, что для фиксирован­
ной настоты можно подобрать соответствующее натяжение Г, гаранти­
рующее существование собственных колебаний волновода. Уравнение (7) 
допускает простую интерпретацию. Перепишем его в виде х 2Т=Мо)2,
Л/=рЯ+р0/Ух2—к2. Ясно, что с учетом экспоненциальной зависимости (6) 
давления от координаты х  величипу (х2—к2)~',г можно трактовать как 
толщину присоединенного слоя жидкости, колеблющегося вместе с 
мембраной. Соотношение (8) представляет собой тогда дисперсионное 
уравнение свободных колебаний мембраны совместно с жидкостью.

Аналогично может быть рассмотрен волновод, перекрытый изгибно- 
колеблющейся пластиной, шарнирно опертой по концам. Дисперсионное 
уравнение при этом также оказывается элементарным x kD=M(&2.

Автор благодарен Д. П. Коузову за внимание к работе.
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