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Рассматривается модель изотропного твердого тела со статическими 
напряжениями. Показано, что продольная волна в среде со сдвиговыми 
периодическими статическими смещениями трансформируется в сдвиго­
вые волны той же частоты, амплитуды которых прямо пропорциональны 
нелинейному параметру.

Исследование процессов распространения акустических волн в упруго- 
нсоднородных средах представляет иптерес для акустической дефекто­
скопии, сейсмоакустики и ряда других приложений. В данной работе бу­
дут рассмотрены некоторые вопросы теории упругопеоднородной среды 
и волн в ней, основывающейся на предположении об аддитивности внут­
ренних статических смещений и смещений, вызванных внешними сила- 
ии [1].

Для описания упругонеоднородпого тела вводится функция S, опреде­
ляющая смещение относительно однородного твердого тела. В отсутствие 
внешних сил эта функция должна удовлетворять условию равновесия

о«л= 0» (1)
где б,* —тензор статических внутренних напряжений, запятая означает 
дифференцирование но координате xh. Такая схема не описывает все типы 
остаточных внутренних напряжений, и в этом смысле теория носит мо­
дельный характер.

Из (1) следует уравнение равновесия для статических внутренних 
смещений [2]

AS +  -——  grad div S=0, (2)
1—2v

здесь v — коэффициент Пуассона. Легко видеть, что одномерные смеще­
ния S=S(;Ci), вообще говоря, не удовлетворяют уравнениям равновесия. 
В плоской задаче теории упругости рассматриваются двумерные смеще­
ния S=S(xi, х2), для которых из (2) следует:

2 (1—v) Slfi i+ 5*2,12—О,
1 _ . 2(1—v)

’ 2.11 +
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При получении уравнений (3) считалось, что St2< S fi. Правомерность 
этого предположения для определенного класса твердых тел будет обо­
снована ниже.

Решение системы (3) имеет вид:

5, = — ---- - [ f i ( x i—7ix2) - f z{xi+Kx2)]+E\
2(1—v)
S2=fi ( х ^ к х г )  +f2 (xi+KXz) + c , (4)

где x2= 2 ( l—v )/(3 -2 v ); /„  /2, E , С -  произвольные функции, определяе­
мые из граничных условий. Анализ решения (4) показывает, что если 
функции Е и С достаточно гладкие, то условие S>2< S A выполняется при 
v«0,5, что характерно для твердых тел с малым модулем сдвиговой уп­



ругости. Для этих тел максимальны производные S2,i и S2ilu имеющие 
слабую зависимость от координаты х2, т. е. условиям равновесия удовлет­
воряют статические деформации типа сдвиговых.

Рассмотрим процесс распространения упругих воли в упрутонеодно- 
родном твердом теле. В [3] была исследована одномерная модель твер­
дого тела. Более общее нелинейное волновое уравнение для двумерного 
случая может быть записано в виде:
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u — смещения в упругонеоднородном теле, вызванные внешней силон.. 
Ку р — модули упругости второго и А у By С — третьего порядков, р0— 
плотность недеформированного тела. Точками обозначена производная 
от смещения по времени.

Система уравпепий (5) решается методом последовательных прибли­
жений: u=iT-f u " + . .. . Для оценки величины каждого из членов в систе­
ме (5) предполагается, что utl~kU,  где к — волновой вектор, U — ампли­
туда смещения в волне. Решение уравнения равновесия (4) позволяет 
сделать следующие оценки: S1/S2~x; SM~x/?S0; S2il~pS0; S if2~K2pS0; 
S2,2~xpS0, где р=2я/Л , Л — характерный период статических смещений,. 
S0 — порядок величины максимальных статических смещений. Вводится 
малый параметр e=kUy при этом предполагается, что pS0~e"; р//с~еу; 
х~е. Тогда для малых неоднородностей (п— 1), имеющих слабую зави­
симость от поперечной координаты х2 и масштаб которых сравним с дли­
ной волны (#—0), для случая распространения продольной волны 
щ '= и / ( х ,) из (5) следует система уравнений второго приближения 
(см., например, [4]):
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4 А
Здесь введены обозначения: т=ЗЛН-4|л+2А+67И 2С\ $=К+  —  [л+ —  +В.

«5 и
Проведенные оценки величин, входящих в систему уравнений (5), пока­
зывают, что так как зависимость от поперечной координаты х2 является

а 5

Взаимодействие продольной волны (L) с периодическими статическими 
смещениями с образованием сдвиговой волны (Г, —Г), распространяющей­
ся в прямом (а) и обратном (б) направлениях: а — Д=0, p = k 2—kil б —

Д—0, p=k2+ki

слабой, то она будет сказываться только в уравнениях более высокого 
приближения. Поэтому в системе (6) можно пренебречь зависимостью 
от переходя таким образом к одномерной задаче:

А " Т - ' ) < ! .  =  ■
гг _ г г1̂,11 — ( ? )

•• // / poMi — I

р0&2 Р̂ 2,11 — Р "~Z (8)clx i
Решепие уравнения (7), описывающее генерацию второй гармоники про­
дольной волны в однородном изотропном твердом теле, хорошо известно. 
Если решение уравнения первого приблюкения задано в виде продоль­
ной волны: и / = (J cos (a t—кхх у), где о> и /са — частота и волновой вектор 
волны, то для случая периодических внутренних статических смещений 
S 2=S0 cos pxi решение линейного неоднородного уравнения (8) можно 
искать в виде гг2/ / =Ф(^i)cos(co^— ( ^0sin(o)^—k2Xi)4 где k2 — вол­
новой вектор сдвиговой волны. Тогда решением уравнения (8), удовлет­
воряющим граничным условиям Ф (0) =0; х¥  (0) =0, будет

(-2Г ) (к,+р) U sin
Axi

//.и2 =
с22А(2к2+А)

cos

+
2Г (ki—p) U sin 

с22А{2к2- А )

Axi

cos  ̂соt + k 2X i —  •

Здесь С'2=\х/р0; А = к2— (ку+ р) ; &=k2+ (k i- p ) ; Y=$S<>pk{/ 2р0.
Из (9) следует, что во втором приближении продольная волна транс­

формируется в сдвиговые волны той же частоты, распространяющиеся как 
в прямом, так п в обратном направлениях. В общем случае (при Д^О, 
А=^0) амплитуды сдвиговых воли пропорциональны нелинейному пара­
метру р и осциллируют в пространстве. Возможны следующие частные 
случаи. При выполнении условия Д =0 амплитуда прямой сдвиговой вол­
ны нарастает прямо пропорционально координате при этом амплитуда 
обратной волны осциллирует с периодом Яа/2, где Xl=2n/ki. Таким обра­
зом, в данном случае продольпая волна в основном трансформируется в 
сдвиговую волну, распространяющуюся в этом же направлении. При вы­
полнении условия Д=0 происходит обратный процесс, т. е. амплитуда
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обратной сдвиговой волны нарастает прямо пропорционально хи в то вре­
мя как амплитуда прямой волны осциллирует с таким же периодом Л,/2. 
Данный случай аналогичен брэгговскому отражению волны от периоди­
ческой структуры [5]. Основное отличие состоит в том, что здесь изме­
няется поляризация волны, поэтому условие отражения имеет вид: 
A = k 2+ k i —p = 0 .

На дисперсионных диаграммах (фигура) изображено взаимодействие 
продольной волны с периодическими статическими смещениями, в резуль­
тате которого возникает сдвиговая волна в прямом (а) и обратпом (б) 
направлениях.
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