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УСТАНОВЛЕНИЕ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
В АКУСТИЧЕСКИХ РЕЗОНАТОРАХ
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Получены упрощенные уравнения, описывающие установление сла
бонелинейных стоячих волн, возбуждаемых колебаниями поршня в за
крытой трубе. Изучен процесс нелинейного ограничения амплитуды 
волны вблизи резонанса.

Стоячие волны конечной амплитуды — классический объект изучения в 
нелинейной акустике [1, 2]. Однако существенный прогресс в развитии 
теории установившихся колебаний в закрытых трубах достигнут не так 
давно [3,4], а в теории нестационарных колебаний — совсем недавно [5]. 
Последние достижения [5] связаны в первую очередь с использованием 
упрощенных уравнений (см., например, работу [6]), описывающих мед
ленные во времени искажения профилей встречных волн. Теория, разви
тая в работе [5], позволила описать эволюцию собственных и возбуждае
мых распределенными объемными источниками нелинейных колебаний, но 
только в акустических резонаторах с неподвижными жесткими границами.

Ниже получены более общие, чем использованные в работах [5, 6], 
упрощенные уравнения, описывающие слабонелпнейыые стоячие волны, 
медленно меняющиеся как с течением времени, так и в пространстве. Раз
витый математический аппарат позволяет, в частности, эффективно иссле
довать процессы возбуждения стоячих волн в закрытой трубе колебаниями 
поршня, что отвечает наиболее часто встречающейся экспериментальной 
ситуации [7, 8]. i

В отличие от работы [9], где на основе уравнения энергетического 
баланса проанализирована только завершающая стадия эволюции разрыв
ных колебаний в резонаторе, возбуждаемом синусоидальными колебаниями 
поршня, в настоящей работе получено полное описание эволюции воли в 
течение всего процесса установления.

Уравпение для потенциала скорости ср(/, х) (и=ду/дх) с точпостыо до 
членов второго порядка малости по числу Маха в идеальной среде в од
номерном случае имеет вид [10]д2Ф 2 д2Ф д г / д<р , е ~  1 / дУ \21 m

df- 0 дх2 dt LI дх ) + с*2 [ dt ) J • 1 '

Здесь t — время, х — пространственная координата, с0 — равновесная ско
рость звука, е — нелинейный параметр [2]. Уравнение (1) не отличается 
по сути от использованного в работе [3], так как с рассматриваемой точ
ностью правую часть можно преобразовать, используя соотношение
ф// = Со2фхх.

Решение уравнения будем искать в виде суперпозиции двух встреч
ных волн, профили которых медленно меняются в пространстве и во вре
мени (р —малый параметр)

Ф =  =  t — — ) +  И>- =  t +  —  J • (2)

Подставляя представление (2) в уравнение (1), сохраняем лишь члены 
порядка р2. Проводя усреднение по быстрым осцилляциям сначала в си
стеме координат, связанной с волной, распространяющейся в положи-
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тельном направлении оси х, затем в системе координат, связанной со 
встречной волной [5, 10], получаем:

д2ф+ 4 -с d2(f+ _ 1 _ г д ( д(Р+ \ 2— о,
dt дх+ 0 dxdx+ 2с02 дх+ 1 )

д2ср_ д2Ф I е д I дф-'\2= оdt dx_ 0 дхдх_ 1 2с02 дх_ 1 дх_.) и -
Для дальнейшего преобразования системы (3) можно, используя опреде
ление потенциала и представление (2), получить п+=—1/с0дср+/дт+, V - =  

=  1/с0(9ф-/дт_. Тогда систему (3) удобно представить в виде

а°+ I 1 dv+ ___ е . . ,  dv+
дх "И с0 dt с02 дх+
dv_ dv_ е ди___
дх с0 dt с02 V~ дх_

Упрощенная система уравнений (4) описывает слабонелинейные встреч
ные волны, которые не взаимодействуют между собой в объеме резонатора 
и связаны лишь условиями на его границах.

В стационарном случае {dv±/dt=0) система уравнений (4) принимает
вид

Возможность представления стационарных стоячих волн в виде суперпо
зиции встречных простых волн (5) явно предполагалась в исследованиях 
[9, 11]. Используя (5), можно наиболее наглядным образом вывести функ
циональные уравнения, изучаемые в работе [12], а методом последова
тельных приближений [3, 4] получить все основные результаты работы
[4]. Здесь не будем останавливаться на этом, так как соответствующие 
результаты естественным образом могут быть получены из решения более 
общей системы (4) при

Отметим, что уравнения (5) правильно описывают искажения встреч
ных волн при однократном прохождении резонатора и в нестационарном 
случае. Если систему (5) дополнить нестационарными граничными усло
виями (с учетом функции включения поршня), то они будут корректно 
описывать процесс установления колебаний в резонаторе. Однако иссле
довать такую задачу сложнее, чем систему уравнений (4), которую мож
но решать со стационарными граничными условиями и начальными ус
ловиями для возмущений скорости v±. Подчеркнем, что уравнения (4) опи
сывают искажения профилей бегущих волн не только в пространстве, но 
и в данной точке резонатора с течением времени.

Если в системе (4) положить d v jd x = 0, то придем к уравнениям, ис
пользованным в работе [5]. В силу такого предположения сумма v++v_ 
не испытывает медленпых изменений в пространстве. Это ограничивает 
возможности математического аппарата, развитого в работе [5], исследо
ваниями волн в резонаторах со специальными граничными условиями. 
В частности, при выполнении условий линейного резонанса (Ь=пХ/2, п= 
=1, 2 , . . .  L — длина трубы, X — длина волны) обе жесткие границы 
должны перемещаться по одинаковому закону. Например, если одна из 
стенок неподвижна, то и другая неподвижна [5]. Использование более 
общей системы уравнений (4) снимает это ограничение.

Прежде чем перейти к исследованиям конкретных задач, укажем, что 
простым введением известных дополнительных слагаемых в уравнения
(4) можно их модифицировать для учета высокочастотного затухания 
звуковых волн [5], частотпо-избирательного поглощения [13], наличия 
распределенных объемных источников [5] и т. д. Причем как селектив
ное поглощение, так и объемные источники могут медленно изменяться 
вдоль резонатора.
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Для описания процесса установления нелинейных стоячих волн, воз-
буждаемых в закрытой трубе колебаниями поршня, дополним систему 
уравнений (4) граничными и начальными условиями:

( v + +  У_)я = о =  0 ,  (у + +  y _ )x = L  =  —  V i  s i n  со - _ м ,
со / \и/

v+ (г=0) = v-  ( t=0) =0. (7)

Отметим, что с используемой при выводе упрощенных уравнений точ-
ностью можно, задавая граничные условия (6), не учитывать смещения 
стенок. С точностью до членов порядка квадрата числа Маха включитель
но описания Эйлера и Лагранжа дают совпадающие решения исследуе
мой задачи [9]. Укажем, что начальная фаза колебаний поршня выбрана 
специальным образом (6) только для сокращения последующих расчетов 
(со=2лс0/Я —частота колебаний поршня, г;, — амплитуда его колебатель
ной скорости).

Решение поставленной задачи (4, 6, 7) будем искать, обобщая метод 
последовательных приближений, развитый в работах [3, 4] для анализа 
установившихся колебаний. Предположим, что

v±= v±'+v±" + . . , ,  |р*, | » К " | » . . м (8)

а уравнения для первого приближения имеют вид

dv+'/дх^О, dv-'/dx=0. (9)

Решение уравнений (9), удовлетворяющее граничному условию при х=  
=0, можно представить в форме

v+'=f(t ,  т+), т_), (10)

где /  — произвольная пока функция. Тогда из уравнений для второго при
ближения

dv±"
дх

находим, что

1 dj(t, х±) 
с„ дх Со /(<• т±)

df(t, х±)\ 
дх+

( - ± ° L  +  - L f J L \ x
{  С0  at ^  Со* 1 дх±  )

Решение (8, 10, И ) удовлетворяет первому из граничных условий (6). 
Требуя выполнения второго из условий (6), удается получить уравнение 
для определения функции /. Действительно, вблизи линейного резонанса

2 1 Д = д + Д ,  д - 1 ,  2 , . . . ;  | Д  | ~ р ,  ( 1 2 )

учитывая периодичность функции / с периодом колебаний поршня [3, 4] 
/(£, т'+2ягг/о)) =/(£, т ') , т '= £—L/c0, находим

v_ (х =  L) ~

df
~ 4 ^ + - v ) - 5 -  ~  L +
и  t- +  2 i

at

Co
о at — %') 2nA df(t, x')

(о a%'
1 df(t.,x') L , e  ̂ df(t, %') L
Co at Co- dx'

Подставляя v± (x=L) в граничное условие (6), получаем
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Неоднородные уравнения простых волн с расстройкой вида (13) в послед- 
нее время эффективно использовались при исследовании возбуждения 
нелинейных волн в средах без дисперсии квазисинхронными гармониче
скими источниками [10, 14, 15]. В некоторых случаях оно допускает ана
литическое решение [10, 15], однако наиболее нагляден и прост анализ 
уравнения (13) на фазовой плоскости, который можно провести при лю
бых значениях параметров и любых начальных условиях [14, 15].

В безразмерных переменных

где Zp=c02/ea>i;i — длина образования разрыва в простой волне с амплиту
дой vx и частотой со, уравнение (13) принимает вид

dF
50 - Р - «)

dF
дх =  sin t, F (Q =  0, т) =  0.

Решение задачи (15) зависит от единственного параметра — безразмерной 
расстройки 6. Для дальнейшего анализа удобно перейти к уравпепию для 
функции U=F—б:

=  £7 (0 =  0,т) =  — 6. (16)

Решение задачи (16) зависит от безразмерной расстройки б только через 
начальные условия, а фазовый портрет уравнения (16) от параметра б 
не зависит. Система характеристических уравнений, соответствующая 
уравнению (16), может быть записана в виде

т,

Она описывает движение каждой из точек профиля возбуждаемой волны 
в периодическом потенциале cos т [15]. Фазовые траектории системы (17) 
описываются соотношением

с +  4 cos2 (с >  — 4).

Фазовый портрет (18) (фиг. 1, а) имеет характерный вид «кошачьих 
глаз» [16]. Стрелки указывают направление движения изображающих 
точек вдоль траекторий, с — параметр траектории. При с=0 соотношение 
(18) представляет собой уравнение сепаратрис (кривые 1,2  на фиг. 1, а).

Обратимся сначала к определению формы стационарных вынужден
ных нелинейных волы. Профиль возмущения в начальный момент вре
мени изображается на фазовой плоскости (т, U) горизонтальной линией 
f/= —б, а в процессе установления он искажается таким образом, что в 
среднем за период отклонения от начального уровпя отсутствует:

т+я
-т^-  ̂ U (0, х') dx' =  — б =  const. (19)

х—я

Так как соотношение (18) является интегралом задачи (16) в стацио
нарном случае (5/50=0), то установившийся (при 0»1) профиль U либо 
совпадает с одной из фазовых траекторий (18), либо состоит из частей 
различных фазовых траекторий и слабых разрывов. Причем физически 
могут реализовываться лишь слабые ударные волны сжатия. Основным
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критерием выбора стационарного профиля волны является удовлетворе
ние условию (19) для каждой фиксированной расстройки б.

В силу того, что задача (16) не меняет вида при одновременной за
мене б-*—б, £/-►—{/, т, то в дальнейшем достаточно рассмотреть
случай (6<0). Выводы о поведении исследуемой системы при б>0 мож
но сделать, используя указанное выше преобразование симметрии.

Исследование позволяет установить, что при |6 |< 4 /я  профиль F«, 
стационарной волны состоит из участков сепаратрис и содержит разрыв,

положение которого определяется ус-
и а ловием (19) (см. фиг. 1, б, в):

— F*,— б — 2 cos~тр |  Х
Г т — 2як  — 2 arc sin ^

яб \  1
X sign « ) ] ■

(20)
(2к  — 1) я <  х <  (2к +  1) я, 

к  — 0, +  li -f-. . .
Здесь функция, заключенная в квад
ратные скобки, определяет положе
ние фронта тф=2я&+2 arcsin (яб/4). 
В рассматриваемой области расстро
ек ( | б | < 4 / я )  амплитуда стационар
ной волны Fо определяется выраже
нием

F Q= F max F;min =2+2У1-(я6/4)2.
( 21)

При | б | = 4 / я  профиль волны при 
0>1 состоит из участков сепаратрис, 
а ударный фронт исчезает (фиг. 1 ,г). 
При значениях расстройки | 6 |> 4 / я  
стационарная волна не содержит 
разрывов (фиг. 1, г, д) и совпадает 
с одной из фазовых траекторий (18). 
Полярность волны зависит от знака 
расстройки (sign U„ = —sign б), а па
раметр с определяется соотношением 
(c + l)v,£ [ ( c + l ) ,/'] = я | 6 | / 4 ,  где Е — 
полный нормальный эллиптический 
интеграл Лежандра II рода. Ампли
туда возмущения вычисляется по 
формуле

Фиг. 1. Фазовый портрет (я) и ста
ционарные профили бегущих волн
<6 -  6 = 0 ;  в — о =  —0,5; г — 6 =  - 4 / л ;

^  - 6 = - 2 ,3 5 )

Fo=2(Vc+l-Yc). ( 22)

При значительных расстройках 
( | б | > 1 )  она убывает обратно про
порционально расстройке (Fo~4/1 б | ) 

Полученные выше при анализе задачи (16) в стационарном случае 
результаты совпадают с выводами работы [4] и убедительно подтвержда
ются многочисленными экспериментами (например, [7, 8]),  если выпол
няются условия их применимости. Область, в которой можно использо
вать полученные решения, ограничена возможностью применения метода 
последовательных приближений (8) при анализе системы уравнений (4)

(Zp/2L)v’» / '0. (23)

В силу соотношений (21—23) полученные результаты справедливы при 
точном линейном резонансе (6=0), если нелинейные искажения волнь£ 
излучаемой поршнем, на расстояниях порядка длины трубы L  малы.



*

С увеличением расстройки |б[ ограничения на длину образования раз
рыва Zp ослабевают. Подчеркнем, что, так как характерное время уста
новления колебаний (см. определение (14)) t0=(2L!c0) (1Р/2ЬУ1\  то вблизи 
резонанса оно в силу неравенства (23) значительно превосходит время 
однократного пробега звуковой волпы по резонатору. Отметим также,
что правильная зависимость t0 от параметров задачи (например, U ~ v \ ,%) 
была ранее установлена в работе [9].

Перейдем к исследованию динамики возбуждения колебаний в резо
наторе. Для получения представления о форме волны в произвольный 
момент времени достаточно построить на фазовом портрете (фиг. 1, а)

F

в

1

0
и

-/

Фиг. 2. Динамика профилен бегущих волн (а — 6=0; 0=0,5; 1; 1,5; 2,0; *>; б — Ь 
=  —0,5; 0=0,6; 1,2; 1,8; <*>; в -6 = - 2 ,3 5 ;  0=0,2; 0,6; 1; 1,6; 2,6; ос)

начальный профиль (16) и перемещать изображающие точки по траекто
риям в соответствии со вторым из законов (17). Результат такого построе
ния для трех характерных расстроек представлен на фиг. 2. Неоднознач
ности, которые появляются в профиле волны, устраняются проведением 
фронта в соответствии с законом сохранения импульса (19).

На фиг. 2, а отражена эволюция профиля волны, бегущей в положи
тельном направлении оси х, в случае точного выполнения условий линей
ного резонанса (6=0). Укажем, что в этом случае аналитическое реше
ние задачи (16) существенно упрощается [10] и можно получить следую
щую неявную зависимость амплитуды разрыва в возбуждаемой волне от
3 Акустический журнал, JVe 2 209



времени:

(24)e =  g |- F (2ft* +  0) -  F (2я* -  0) j

Здесь К  — полный эллиптический интеграл I рода. Соотношение (24) дает 
возможность определить время образования разрыва в возбуждаемой вол
не 0р=л;/2.

На фиг. 2, б показана эволюция профиля волны с течением времени 
для расстройки, лежащей в области 0 <  | б | < 4 /л. Причем расстройка от
рицательна. Физические причины, приводящие к несимметрии положи-

Фиг. 3. Установление нелинейных стоячих волн (6=0;
0=0,5; 1,5; 2)

тельного и отрицательного полупериодов звуковой волны, нетрудно объяс
нить качественно. Пусть, например, наличие отрицательной расстройки б 
связано с тем, что длина резонатора L  меньше оптимальной rik/2 (соот
ветствующей точному резонансу). Тогда условия усиления при отражении 
от движущегося поршня выполняются лучше для областей разрежения 
которые распространяются со скоростью, меньшей скорости звука. Дейст
вительно, при уменьшении длины трубы по сравнению с оптимальной 
время распространения волн разрежения конечной амплитуды приближа
ется к оптимальному гсХ/с0=2я/г/(о. В тоже время необходимые для эффек
тивного усиления при отражении фазовые соотношения между колеба
ниями поршня и волнами сжатия конечной амплитуды с уменьшением, 
длины трубы продолжают ухудшаться. В этом и заключается качествен
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ное объяснение того факта, что амплитуда отрицательных возмущений 
при 6<0 превосходит амплитуду положительных (фиг. 2, б). Конечно, 
при положительных расстройках наблюдается обратная картипа.

В случае, который иллюстрирует фиг. 2, в, расстройка существенно 
отличается от оптимальной ( | 6 |> 4 / я ) .  При таких расстройках стацио
нарные волны разрывов профиля не содержат [4]. Анализ же процесса 
возбуждения показывает, что при установлении стационарных колеба
ний слабые ударные волны образуются и в этом случае (кривая 3). Одна
ко отличие времени прихода фронта от оптимального непрерывно растет 
при столь значительных расстройках. В результате, начиная с некоторого 
момента времени, ударные волны падают на поршень в такой фазе его 
движения, что при отражении они ослабляются (кривая 5). Действие 
этого фактора совместно с высокочастотными потерями приводит к посте
пенному исчезновению слабых ударных волн при | б | > 4 / я  (кривая 6).

На фиг. 3 процесс возбуждения стоячих волн (FW ^O, т+)— F(0, т_) 
для п= 1 отражен в виде стробоскопических картин быстрых осцилляций. 
Формы нелинейных стоячих волн построены через равные интервалы вре
мени Д£=я/4(!) (через одну восьмую часть периода). Таким образом, на
капливающиеся нелинейные искажения приводят к установлению в резо
наторе разрывных колебаний ограниченной амплитуды.

Подчеркнем, что па фиг. 3 представлены колебания, полученные в 
первом порядке метода возмущений (8). В силу соотношений (9, 10) V не 
испытывает медленных пространственных изменений; граничное условие 
при x= L  удовлетворяется за счет волн, получаемых во втором порядке 
метода последовательных приближений (11).

Фактически в работе получена упрощенная система уравнений (4), 
описывающая такие встречные волны в резонаторе, которые незначи
тельно изменяются на расстояниях порядка длины волны и за времена 
порядка периода колебаний.

Показано, что если длина образования разрыва в акустической волне, 
излучаемой поршнем, значительно превосходит длину резонатора, то си
стема (4) позволяет получить наглядное описание процесса устаповлепия 
нелинейных колебаний в резонаторе. В этом случае, в математическом 
плане можно для решения использовать метод последовательных прибли
жений (8, 9), в физическом плане сосредоточенные на границах резона
тора источники колебаний удается заменить эквивалентными распреде
ленными (13). Предлагаемый в настоящей работе метод анализа нестацио
нарных процессов в закрытых акустических трубах достаточно прост, 
что позволяет надеяться на возможность его использования для исследо
вания более сложных физических задач.

Автор выражает благодарность А. А. Карабутову и О. В. Руденко за 
полезные дискуссии.
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