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О РАССЕЯНИИ ВОЛН «ЧЕРНОЙ» СФЕРОЙ

Урусовский И . А.

Рассмотрено рассеяние волн сферой, «достаточно черной» по отно­
шению к некоторому числу пространственных сферических гармоник 
начальных номеров. Показано, что при определенных условиях рассеяние 
падающей плоской волны концентрируется в направлениях, близких к 
направлению падения.

«Черное тело» определяют как тело, «полностью неотражающее» [1], 
«полностью поглощающее мощность ноля, падающего на его поверхность» 
[2, 3], «поглощающее весь падающий на него свет» [4]. Одпако все эти 
определения могут приобрести однозначный смысл лишь при указании, 
какое именно поле считать падающим на тело. В [3] дается уточненное 
определение «черного» тела; а именно «черным» называется такое тело, 
которое при заданной форме и размерах поглощает наибольшую мощность 
из поля, создаваемого заданными сторонними источпиками волн. Это эк­
вивалентно выбору в качество падающего поля совокупности всех сходя­
щихся к телу пространственных, например сферических, гармоник первич­
ного ноля, создаваемого заданными сторонними источниками в неограни­
ченной среде в отсутствие тела. Однако такая совокупность является 
расходящимся рядом и, следовательно, это определение является неудовлет­
ворительным: такое тело должно было бы поглощать и рассеивать беско­
нечно большую мощность, причем реактивная мощность оказывается беско­
нечностью еще более высокого порядка [3].

Это означает, что абсолютно черных тел ограниченных размеров быть 
не может. Однако тело может быть «черным» по отношению к заданной 
пространственной, например, сферической гармонике или но отношению к 
нескольким гармоникам. Такое «черное» тело полностью поглощает схо­
дящуюся к нему волну, соответствующую данной гармонике, и тем самым 
рассеивает в окружающую среду расходящуюся волну той же амплитуды, 
но противоположной фазы по отношению к расходящейся волне в 'отсутст­
вие тела. При этом для поглощепия сходящихся волн достаточно высоких 
номеров требуются нормальные скорости колебаний поверхности тела, 
неограниченно возрастающие с увеличением номера, что и ограничивает 
число гармоник, по отношению к которым тело может быть «черным». 
Поэтому возникает вопрос о характере поглощения и рассеяния волы «до­
статочно черным» телом, т. е. телом, достаточно полно поглощающим до­
статочно большое число сходящихся пространственных гармоник низших 
померов.

В настоящей статье с волновой точки зрения обсуждены свойства 
«достаточно черной» сферы. При волновом описании рассеянного поля 
исходим из представления звукового давления в падающем ноле й3, все 
источники которого расположены снаружи сферы, суперпозицией про­
странственных сферических гармоник 3ъ (г, 0, (р) =  \  Aqjn (kr) \pq (0,;ф). Здесь

г, 0, ф — сферические координаты, y„(fer) — сферические бесселевы функ­
ции, к  — волновое число, ф7(0, ф) =Рпт (cos 0)мпЮф, 1>пт(х) — присоединен­
ные полиномы Лежандра, m =m (q), n —n(q)\ каждому q соответствует 
единственная пара индексов т и п, т  пробегает значения от 0 до гг, гг=О, 
1, 2 , . . . ,  нумерация пространственных гармоник ведется в порядке воз­
растания т при каждом фиксированном гг и в порядке возрастания гг; 
четным q соответствует косинус, нечетным — синус, временной множитель
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exp (—i(i)£) опущен. Пространственные гармоники поля & равны сумме 
сходящихся -гг Aqĥ n (кг) (0, ф) и расходящихся —  Aqh{ll  (кг) %  (0, ф)

сферических гармоник, где h\l'2) (кг) — сферическая функция Ганкеля, при­
чем расходящуюся волну можно трактовать как отражение сходящейся с 
приведенным к началу сферических координат коэффициентом отражения, 
равным единице. Для «черной» по отношению к данной гармонике сферы 
соответственный коэффициент отражения равен нулю, сходящаяся волна
полностью поглощается и, следовательно, рассеивается в о л н а ---- ^ х

X (кг) %(0, ф), где Ь$(кг)— сферическая функция Ганкеля. Отсюда видно, 
что для такой сферы мощность рассеиваемой волны равна поглощаемой 
мощности, как это и было показано в [3]. Таким образом, «черпая» сфера 
много рассеивает как раз потому, что она много поглощает — в противопо­
ложность «прозрачной», которая ничего пе поглощает и не рассеивает. 
При произвольных коэффициентах отражения сходящихся воли l+ x f/ рас­
сеянное поле равно

4 £ * И Х 1)(*г)'М в. Ф).
, q>0

В зоне Фраунгофера оно асимптотически равно

X grlg i-^  (0, ф).

Будем считать х„ одинаковыми для всех т , х«,=Хп для всех т при задан­
ном п , а падающее иоле ^ —плоской волной в виде ^ = ех р  (ikrcos0). 
Тогда Aq= (2 n + l)in при т=0 и A q= 0 при т^О.

ф  (Э) =  ^  7.П (2« +  l)^ n (c ° s6), ■ (2)
О

2 ikr exp (ikr) Ф (0, ф), где Ф (0, ф) =

поглощаемая и рассеиваемая мощности соответственно равны

( 1 - | 1  +  Хп|2)(2п +  1), £ | Х„2|(2« +  Я,
О

где (> —плотность среды, с — скорость звука. Для рассеяния вперед и в 
обратном направлении согласно формуле (2) получим соответственно

ф  ( 0 ) = Y ,  х“
п>0 «>0

Для сферы «черной» по отношению к N  гармоникам начальных номеров 
(п, 0) и «прозрачной» (пе дающей рассеяния) по отношению к остальным, 
выполняется

Х „=-1 при 7i=0, 1, 2 , . . .  N—1, Хп=0 при n>*N (4)

и выражения (2) сводятся к виду Ф (0 )= —/V2, Ф(л) =  (—1)ЛА. Последняя 
формула получена А. А. Мазаниковым, обратившим внимание на неогра­
ниченное увеличение с ростом N рассеяния такой сферой в обратном на­
правлении.

Таким образом, с увеличением N  рассеяние такой сферой неограничен­
но возрастает — пропорционально N  в обратном направлении и как N2 — 
в прямом. При этом полная рассеиваемая мощность W  и сечение рассея­
ния о равны W =nN 2/(2pcIf)y o=riN2Jkz. Используя рекуррентное соотно­
шение (2и +  1) Рп (z) =  Pn+1 (2) — Рп- 1 (2), формулу (2) для произволь-

(2п +  1). Ф (я) =  V  ( -  1)" Хп (2« +  Ь . &



пых 0 при условии (4) можно представить в виде

d
Ф  ( 0 )  =  ~dz ^P n  ( Z )  +  P n ~1 ( Z ) ] ’  Г Д е  z  =  c o s 0 ‘

Полином PN{z) имеет N  корней на интервале (—1,1) и поэтому характери­
стика рассеяния Ф(0) становится все более изрезанной с увеличением N. 
Это свойство обусловлено резким переходом от значений %п= —1 при 
n<N  к %п—0 при n ^N . По мере того как переход делается более постепен­
ным, вклад прострапствепиых гармоник высоких номеров в рассеянное 
поле, а следовательно, его изрезанность и интенсивность при не слишком 
малых 0 уменьшаются подобно уменьшению изрезанное™ и величины бо­
ковых лепестков характеристики направленности антеппы с увеличением 
плавности распределения источников поля у краев апертуры. Поэтому, 
в частности, для «черной» сферы Макдональда рассеяние в заднюю полу­
сферу значительно меньше, чем для жесткой сферы [3]. Еще более пока­
зательный пример составляет случай %п= —|Р\ когда ряд в правой
части формулы (2) суммируется к выражению Ф(0) = — (1—ц2)/(1 — 
—2р. cos 0+р,2)%, получающемуся из комбинации производящей функции 
полиномов Лежандра и ее производной 5]. В этом случае величина 
| Ф (0) |, имея максимум при 0=0, равный 1+(х) (1—р.)-2, монотонно убы­
вает с увеличением 0, а при р., близких к единице, составляет малую вели­
чину порядка 1—р2 всюду, кроме малой окрестности 0=0; в пределе при 
ц -И  Ф (0) ->-0 для 0=^0, Ф (0)-^—<*>. Рассеиваемая мощность и сечение рас­
сеяния в этом примере соответствеппо равны W =(n/2pck2) (14-ц2)/(1 — 
—р.2)2, о=(л//с2) (l+ |.i2) / ( l —ц2)2 и неограниченно возрастают при 
Таким образом, при достаточно близких к единице значениях р. ценой 
аномально большого рассеяния вперед подавляется рассеяние в остальных 
направлениях. Значению | Ф( 0 ) | = е  соответствует 0=0е, cos0*=l—(72р)Х 
X [ (1—р2/е)^3— (1—р.)2] , откуда при (1—р2)< е , г2/з<  (1+р)1/3(1—р) ~</з
следует 0е~  (1/V р) [ (1—р2)/е] 'А; в частности, при e= V l—р2< 1  0Р~ е '\  В об­
ласти углов 0>0е | Ф(0) |< е , при 0<0е |Ф(0) |> е .

Рассмотрим теперь задачу о нахождении коэффициентов %N, %n+i, . . .  
. . .  Xn+m- i, минимизирующих мощность рассеяния в телесный угол Оо< 0 <  
< л  при заданных Хо, Xi, Хг» • • -Хл'-ъ например, равных —1, и Хп=0 при п>  
&sN+M. Эта мощность пропорциональна интегралу

f ( 0 o) = J ~  С | Ф (0, ср) |2 dQ, d ii =  sin 0 d0 dtp.
e>ee

В рассматриваемом случае характеристика направленности рассеянного 
поля определяется формулой (2) и поэтому

JV+M-1JV+M—I
CnmJinXт  i (5)

п —о т = 0

где
Z

спт =  стп =  (2п +  1) (2т +  1) $ Рп (ж) Рт (х) dx =
-1

\П/21
Й !2„  +  1) (2 -  « X  ( ~  У  g ? r, 2%!

г—О
(2т — 2.5 — 1)!!

X
I гп/2]

s = 0

1

(п -  2г)Н

2n+m+l-2(r+s)

X

2*s\ (т — 2.5)! п +  т +  1 — 2 (г -f $)

2= cos 0о, (—1)!!=1, (2л+1) !! =  (2тг—1)!! (2/г+1).
В частном случае z=0 интеграл от произведения полиномов Лежандра 
упрощается [6] и спт напишутся в виде спт=2и+1, спт= 0 при п—т  чет-
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ных, тФп,

Сп т  =  ( -  1 ) ( «+ » - «/ » -------------
2 ( m + n - l ) / 2

»г!! (га — 1)Н (2га +  1) (2m +  1)________

* т )  ! ( - - - р 1 ) ! (» — то) (m +  n +  1)

при п четных, а т  нечетных. Приравнивая нулю вариацию функции Fr 
найдем

JV-fM-l N+M—1

Y  С„т  (х„бхт * +  Хт*вХп) — 0.
п = 0  т = 0

В силу произвольности амплитуды и фазы вариаций 6%т и вещественно­
сти коэффициентов с„т следует равенство нулю сомножителя при бх™*:

iV4-M-l
cnmXn =  0» т  =  ЛГ,ЛГ +  1,...ЛГ +  ЛГ — 1. (6)

п —О

Поскольку Хп при n<N  заданы, отсюда получим систему М  уравнений для 
%w, 5С̂ +и • * * X^+m- i :

JV+M-1

с пт/^п
n = N

m  =  N , N  +  +  М - 1 ,

N - l

где OmN =  — У | CnmXn-
n=0

Очевидно, при вещественных x<>, %i,. . . ,  %n-\ решение системы (7) дается 
вещественными %п, n>N. При Хп, удовлетворяющих уравнениям (6), вы­
ражение (5) сводится к виду

F n m  ( % )

N+M-1

Хтп°т/У>
m=0

iV+M-l
(0 )=  Y j  (2m +  1)l'/m2|.

m=0

где индексами N и M  отмечено соответственно число N  заданных %п на­
чальных номеров и выбранное число М  отличных от нуля коэффициен­
тов %п более высоких номеров. В случае %п= —1 при n< N  будем иметь

N - 1  )

a m N —  ^  Сп т , F j v m  ( 0 )  =  А^2 +

п=О
N + M - 1

FNm (0о) =  (во)---- 2" ^  Xm^mNi Fn  q(6q) = - ^ -  ^p {OmN-
m=0m=iV

При 0о= л /2  систему уравнений (6) можно преобразовать к  двум незави­
симым системам для Хгп и %2n-i соответственно. Для этого выразим %т че­
рез остальные неизвестные и подставим найденные выражения снова в. 
уравнения (6). В результате получим

,т ~  2т +  1 [ ° т

2V+M-1

Т .n̂ =N

N  1-М—1

2» +  1 +  Е  Хр-Орт]
p—-N J

где
N + M - 1  ,

Dрт- У С Срп /  Р—— Спт —
nc=JV

0 при р — п 
Срп при р=£>г,

m=N, ЛЧ-1,. . .  N+M—l.
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iV==2

M TV 100 £ • 1 0 0 s-100 т- 1 0 0 x h a -
•100 k a —Хз-100

1 29,688 17,578 3.7109 3,1562 0,879 2,422 37,5000
2-1 11,207 53,151 1,4009 0,9147 2,306 2,738 58,6207
3 2,0809 131,07 0,2601 0,1126 4,836 3,305 80,6280
4 0,1688 195,63 0,0211 0,0071 3,256 3,725 89,1831
5 0,0101 242,05 0,0013 3,7-Ю-4 1,859 4,003 91,9462
6 5,4-IO"4 285,76 6,7-10-* 1,7-10“5 1,149 4,240 93,5452
7 2,610-5 329,40 3,3-10-° 7,6-10-7 0,986 4,460 94,6945
8 l,2 10~e 373,16 1,5-10~7 3,2-10“8 1,112 4,667 95,5626

M - Х з - Ю О —Х4-Ю0 - X s i O O —X e - 1 0 0 - Х 7 - Ю 0 —Xs-100 -X*-100

2 24,1379
3 49,2891 18,0095
4 63,5614 32,1136 9,15334
5 70,7840 42,0705 17,4306 3,96392
6 75,7627 49,8933 25,1032 8,74435 1,64383
7 79,5533 56,2893 32,0770 13,9260 4,17045 0,66628
8 82,5247 1 61,5821 38,3279 19,1721 7,30322 1,91442 0,26579

N = 4

M 11-100 £•100 s* 100 т- 1 0 0 T ha • 100 ka —ХИОО

1 26,148 40,386 1,8385 '1,6655 1,003 4,518 42,9688
2 7,6201 28,172 0,5358 0,4180 1,285 4,848 64,0406
3 1,2766 57,149 0,0898 0,0571 1,413 5,350 81,5215
4 0,1198 81,643 0,0084 0,0046 1,184 5,741 88,9393
5 0,0128 101,21 9,0-IO’ 4 4,5 IO '4 1,028 6,030 91,9722
6 0,0033 122,36 2,3-IO"4 1,0-io -4 0,901 6,323 94,0292
7 0,0012 158,93 8,M O -5 ЗД-10-5 0,672 6,805 96,3573
8 1,8-IO"4 217,24 1,3-10"5 4,0-10-° 0,627 7,511 98,5726
9 1,3-io -5 255,76 9,2-10-7 2.6-10-7 0,712 7,936 99,2621

M - Х 5 - Ю 0 j -x*-100 |  - Х 7 - Ю 0 — Х я ' Ю О — X ‘r  1 0 0 — Х ю - 1 0 0 — Х ч - 1 0 0 — X i 2 - 1 0 0
2 27,2445
3 49,8459 18,1790
4 63,5763 32,4146 9,36739
5 71,4605 43,2171 18,3347* 4,29913
6 77,6490 52,8777 27,8591 10,3005 2,09969
7 85,1434 65,5894 41,9621 21,0362 7,49699 1,48736
8 92,7639 79,6832 59,5349 36,8071 17.7085 '5,98694 1,10386
9 95,5222 85,7349 68,6866 47,0565 26,3606 11,3857 3,42170 0,55197

/V=8

M 1)-100 8-100 s-100 t-100 4  a- ‘00 ka -Хя'ЮО -Xo-100

2 5,7904 14,324 0,2165 0,1893 0,3996 8,966 66,7808 28,8883
4 0.1149 37,013 0,0043 0,0031 0,4653 9,787 88,8980 63,8976
6 0,0055 58,532 2,1-IO"4 1.3-io -4 0,3949 10,51 95,0208 80,6900
8 1,2-10-* 116,91 4,6-10"° 2,3-10-° 0,3233 11,59 98,7681 93,3977

10 1,610-° 93,835 6,1-10-° 2,8-10-° 0,3125 12,24 99,4002 96,3860

M — Xio-iOO — XirlOO — Х.2-Ю0 -x.3-100 - X u - 100 ^ — Xis-100 — Xie-100 —Xi;-100

»
6
8

10

32,9505 
57,4673 
80,8110 

1 88,3606

9,69141
32,1325

60,9046
73,8213

12,7884
38,0074
54,2201

2,85946
18,4615
33,8000

6,30154
17,1822

1,17298
6,72838 1,83050 0,26601
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16

Af п-юо е- 1 0 0 е-100 т-ЮО т*а .|00 ha —Xi** 100 —Xjt-ЮО

2 4,8920 7,1910 0.0943 0,0916 0.2017 17.08 68.1295 29,7199
4 0,1191 17,650 0.0023 0.0020 0.1798 17.86 88.9889 64,3460
6 0,0053 28.624 1,010-* 8,410-» 0,1585 18,67 95,7008 82,6675
8 1 ,м о - 4 42,441 2,0-10-* 1.5-10-* 0.1608 19,63 98.7316 93,2874

10 3,710-» 53,691 7,2-10-* 4.9-10-* 0,1344 20,38 99,4389 96.6496

Af —X..100 —XiB-100 —X.-O-100 —XarlOO -Xa-100 —Хи-МО —Xj«‘ 100 —X:5-100

4
6
8

10

33.5530
60,4091
80,6480
89,1729

10,0423
34,8604
60,7643
75,4023

14,3716
37,9457
56,4006

3,33826
18,4655
36,0295

6,32240
18,8853

1,18220
7,67546 2,18411 0,33561

lflK как с пт О при четных п—m, Dpm обращаются в нуль при нечетных 
р—т н система распадается на две независимые: одна для Ххт другая для 
Хгп-i.

В таблицах для случая 0о=л/2 , Xo=Xi=  • - - —1 приведены зна­
чения Xn+i, . . .  Xn+m- i,

Ц =  Р SM (0о)//'л го(6о)» 5 ==/ ' n .V (0 о) / ^ о(О ),

е =  [F™ (0) /F*0 (0) ] - 1 ,  т=FSM (00 )IFHu (0)
при различных N и Л/.

Здесь л — отношение мощности И7 (0О) , рассеянной в телесный угол 
0о< 0 < я  к аналогичной мощности, соответствующей случаю А/=0; т — от­
ношение W(Q0) к полной рассеянной мощности; 5 —отношение И^Оо) к 
полной рассеянной мощности, соответствующей случаю М =0; 14-е — от­
ношение полной рассеянной мощности к аналогичной мощности, соответ­
ствующей М =0; а — радиус эквивалентной «черной» сферы Макдональда, 
рассеивающей такую же полную мощность; хла — доля полной мощности, 
рассеянная этой сферой в телесный угол 0о<О <л, к — волновое число. 
Из представленных таблиц видно, что с увеличением числа Л/ отличных 
от —1 ненулевых коэффициентов отражения сходящихся сферических 
гармоник указанный выше оптимальный переход от коэффициентов отра­
жения, соответствующих «черной» сфере, к коэффициентам, соответст­
вующим «прозрачной», становится все более постепенным. При этом мощ­
ность, рассеянная в телесный угол л /2< 0< л , уменьшается, а рассеянная 
в телесный угол 0< 0< л /2  — увеличивается.

Автор благодарен А. А. Мазани кону за ценные замечания и 10. Л. Га­
заряну за полезные обсуждения. Особенно автор хотел бы отметить ока­
занную ему большую помощь в работе над данной статьей недавно скон­
чавшимся проф. М. А. Исаковичем.
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