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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА ПРИ РАССЕЯНИИ ВОЛН 
ТОЛЛМИИА — ШЛИХТИИГА В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ 

НА ЖЕСТКОЙ НЕОДНОРОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

jРеутов В . ЯГ., Р ы б уш ки н а  Г . В.

Исследуется излучение звука при рассеянии квазнсинусоидальной 
волпы Толлмина — Шлихтинга в пограничном слое на жесткой поверх­
ности с малыми неровностями типа волнистости или шероховатости. 
Построены гидродинамические источники звука и получено акустиче­
ское ноле п дальней зоне. Приводятся численпые оценки.

Вопрос о роли неоднородности обтекаемой поверхности имеет важное 
значение для оценки интенсивности акустического излучения погранич­
ного слоя. В работах [1—3] исследовалось излучение звука вихрями, дви­
жущимися над гладкой пластиной с различными видами «импедансных» 
неоднородностей. В докладе [4] рассматривалось акустическое иоле вихря, 
движущегося над жесткой поверхностью с геометрической неоднород­
ностью. Акустическое излучение при нестационарном вихревом движе­
нии идеальной жидкости над плоской поверхностью имеет, как известно, 
квадрупольный характер [5, 6]. Процессы рассеяния вихрей на неодно­
родности приводят к появлению дипольной компоненты акустического 
излучения.

Ниже исследуется возбуждение звука двумерной квазнсинусоидальной 
волной Толлмина — Шлихтинга в пограничном слое на жесткой поверхно­
сти с малыми неровностями типа волнистости или шероховатости. Рассмат­
ривается случай существенно вязкого взаимодействия волны с неровностя­
ми. Как известно, волны Толлмина — Шлихтинга могут возбуждаться в 
области перехода от ламинарного течения в пограничном слое к турбу­
лентному [7]. Вопрос о возбуждении звука волпой Толлмина — Шлихтинга 
на плоской поверхности затрагивался в работе [8]. Рассеяние на неровно­
стях может оказаться существенным в реальных пограничных слоях.

Будем рассматривать жесткую поверхность, которая слабо отклоняется 
от среднего уровня z = О и описывается однозначной функцией z=£(x, у). 
Ноле скорости представим в виде V =f/(z) i+v, где i —единичный вектор, 
направленный вдоль оси х , U(z) — профиль скорости первичного течепия 
над плоской поверхностью z=0; v — возмущение, обусловленное обтекани­
ем неровностей и пульсациями в потоке. Используя разложение V в ряд 
по степеням малого z, граничное условие V = 0  на неоднородной поверхно­
сти можно свести к соотношениям на плоскости z=0:

vl+U%+vl% + . . . - 0 \ t-o, 1

V2,3+vl&+ . . .= 0 |I=o, (1)
где Vi ( i= 1, 2, 3) — компоненты вектора v; штрихами здесь и далее обозна­
чены производные по z.

Соотношения (1) позволяют учесть неоднородность как внешнюю 
«силу» в рамках модели пограничного слоя на плоской поверхности. Будем 
далее рассматривать однократное рассеяние, удерживая в соотношени 
ях (1) квадратичные по возмущениям £, vt члены. Условием примени­
мости данного подхода является быстрое убывание членов ряда (1), что 
имеет место, когда высота неровностей | £ | мала по сравнению с верти­
кальным масштабом профиля скорости v около стенки. Анализ поля обте­
кания показывает, что предлагаемый подход возможен лишь в случае 
плавных неровностей — |£ |< а ,( (ац — характерная длина неровностей).
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Кроме того, высота неровностей должна быть меньше масштабов вязких 
пристеночных слоев как в стационарном поле обтекания, так и в волнах 
течения (эти масштабы будут введены далее (см. параметры ги е).

Линейное слагаемое U' (O)t, в соотношениях (1) определяет модуляцию 
поля скорости ~  £ в объеме пограничного слоя. При наличии волны 
Толлмина — Шлихтинга эта модуляция создает объемные источники зву­
ка — напряжения Лайтхилла 7\-,=гл^-. Квадратичные члены £*=—и&\гвв0 
в равенствах (1) можно рассматривать как источники на плоскости z= О 
(они имеют смысл скоростей бесконечно малых эффективных колебаний 
плоской поверхности). В дальнее поле дают вклад компоненты спектра 
источников, лежащие в «сверхзвуковом» круге А2+й2<о)2/с2 (/с, h — ком­
поненты волнового вектора по осям х, у, с — скорость звука). Из рассмот­
рения комбинационного сложения фурье-гармоник следует, что формиро­
вание звука в дозвуковом течении определяют гармоники спектра неров­
ностей, лежащие на плоскости (к , h) в малой окрестности точек (± а , 0), 
где а  — волновое число двумерной волны Толлмина — Шлихтинга. Частота 
звука, очевидно, совпадает с частотой волны Толлмина — Шлихтинга со.

Найдем акустическое поле, считая источники Tih 5, известными. 
Воспользуемся безразмерной формой записи исходных уравнений, нор­
мируя расстояние, скорость, время, функцию тока и давление соответ­
ственно к толщине вытеснения б*, скорости потока «на бесконечности» иж, 
масштабам dJa,», б.Моо и р0и*,2 (р0 — плотность среды). Для решения зада­
чи применим подход, развитый в работе [9], модифицируя его с учетом 
условия прилипания на жесткой поверхности.

Введем нормированные компоненты пространственного спектра в 
сверхзвуковом круге: ч=к/Му ti=h/M,  где Л/=1/с<1 -  число Маха. Обо­
значим символом Д  гармоники пространственного спектра и ехр (—шЬ) —

л / о  со
А

компоненту дискретного временного спектра: ь\= о>/2я J  dt |  dx dy Vii X
—л / о  — со

X exp(—ikx—ihy+mt).  Поле заданных источников находится из системы
уравнений вида:

Н

- М 31~(М чи-ь> )р= -1М чТп-1М ЬТ 12- Т 13',
o n

1 (2)
i (MyU—a) va+ i M A p - - [ v 2" - M 2 ( f + A2) v2 J -

n

-  M - ( M 4 U - (0) p= - iMy T , * - iM A f  22-  f  2/ , 

i(MyU-co) v3- p ' - 4 - [ v 3" - M 2 ( f + A 2) y3]n  • * on

где R=iioo8Jv — число Рейнольдса. В соответствии с соотношениями (1)
* •  • ’ ;*»• *' А

на плоскости z= 0 должны выполняться условия Vi=§i. В области Mz>i
решение уравнений (2) можно строить в виде ряда по степеням

M:vi==vii0)+Mvl{i)+ . . . ,  p=p(0)+Mp{i)+ . . .  . Уравнения для й (0> ( i= l, 2)
принимают вид

г* Ъ Г
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где e= (l+ i)/12cofl — малый параметр. С учетом краевых условий реше­
ние уравнения (3) запишем в виде

где С = - 7 2ей[ - < r (z+sj/8+ # (z -£ )  е ~ ^ )/г+ Н & - z )  e{z~*)/E], (Я (z) -  еди-

вязких волы, излучаемых касательными к плоскости z—0 напряжениями 
Лайтхилла и эффективными колебаниями этой плоскости. Функция Гри­
на G описывает вклад в поле скоростей от элементарного объемного источ­
ника, включая вязкую волну, отраженную от поверхности.

Несложные вычисления приводят к следующему разложению для дав­
ления:

р=рот- Т , з + М l p 0il)- 2 i  J  ("f? l3+ A T 23)d z - i{^d ls’+Aazi, )z J +0{M2), ^

— спектр сдвиговых вязких напряжений на плоскости z=0. В пределе 
a z » l ,  пренебрегая вязкостью, получим из (2) уравнение вида

Решение уравнения (7) в области M z> l  можно представить в виде раз­
ложения по степеням М. Сращивая это разложение с разложением (5) 
при z—>-<*>, найдем спектр давления в области z>  1/a

Сращивание разложений позволяет найти также поверхностное давление

нее поле может быть получено путем пересчета спектра давления акусти­
ческого пучка с плоскости z = 0 в сечение z.

Амплитуду exp (—mt)  — гармоники давлепия в дальнем поле найдем, 
вычислив обратное преобразование Фурье от p0ut методом стационарной 
фазы. После перехода к сферическим координатам г, 0, ф (0 — угол между 
осью z и направлением на точку наблюдения, ф — азимутальный угол, от­
считываемый от оси я) получим выражение для дипольной компоненты 
акустического поля в виде

где к0= к  sin 0 cos ф, sin 0 sin ф — проекции волнового вектора х (х =  
=Мо), х||г) на оси х н у  соответственно. К формуле (8) можно прийти так­
же, исходя из принципа Пауэлла [5], если учесть, что при £/<с для аку­
стического излучения касательных диполей движение среды несущест­
венно. '

Таким образом, акустическое поле можпо рассматривать как излучение 
сдвиговых напряжений, задаппых на плоскости z=0. Две компоненты этих 
напряжений определяются различными механизмами образования звука. 
Отражение вязких волн от поверхности формирует интегральную состав-

(4)
О

ничыая функция). Поле скоростей (4) представляет собой суперпозицию

г

о

( 0 ) ( 1 )где ро и р0 — произвольные постоянные, определяющие давление на 
поверхпости;

р"+[ (© -M T)2- f - A 2]p=0. (7)

в длинноволновой области спектра: p0l0)=poutl2=o- Таким образом, даль­

(г, 0, ф) = — -■■■ _ sin 0 [cos фд!за {к0, К)  +sin ф02з* {к0, К)  ]е‘*г, (8)
2 л ir
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ляющую поверхностных сдвиговых напряжений (см. соотношение (6)) 3. 
В формулу (6) входят также сдвиговые напряжения, вызванные возбуж­
дением вязких волн поверхностными источниками £<. Следует отметить, 
что дипольное акустическое излучение, обусловленное возбуждением вяз­
ких волн касательными напряжениями Лайтхилла (см. вклад объемных 
источников в соотношение (6)) присутствует и в случае турбулентных 
источников над плоской поверхностью, так как в этом случае частотно­
волновой спектр Tiz в области излучения, вообще говоря, отличен от нуля.

Рассмотрим формирование гидродинамических источников звука. Поле 
скоростей двумерной волны Толлмина — Шлихтинга будем описывать 
функцией тока tyT=f(z)  exp {^0x+iax—Ш)+к.с., где /(z) —профиль вол­
ны, а  — волновое число, — инкремент пространственного нарастания 
амплитуды, к.с. означает комплексно-сопряженное выражение. В случае 
регулярных неровностей, имеющих в направлении оси х масштаб Лц<1/^0» 
источники в выражении (8) принимают вид:

Si(Ao, Ao)»Si(0, 0 )= - f (0 K ( -a ,^ O ) ,
f  1. ( К  h0) « fis(0, 0)= f 'v s( - a ,  0 )-kx . fv ,( -a ,  0), (9)

Т 23*0, 5 2«0 , 5 3«0,
А

где vitz(ky h) — спектры поля скоростей обтекания неровностей. Акусти­
ческое излучение определяется гармоникой (—а, 0). поля скоростей обте-
кания. В линейном приближении и2(—а , 0) =0, vt (—а, 0) =  (1/га) и /  (—а, 0),
а профиль удовлетворяет уравнению Орра — Зоммерфельда

<
U(z) (u 7 '-a 2vs)-U''do— ^(D3lv-2cc253//+ a ‘f?3) = 0 . (10)

aR
УЧ /ч (

Граничные условия для уравнения (10) имеют вид t?3=0, v3/=s—iaUo%'(а,
0) (при z=0) и (при z-*-«>), где Uq=U' {0).

Покажем на основе оценок в духе асимптотической теории устойчи­
вости сдвиговых течений, что вкладом объемных напряжений Т i3 в форму­
ле (8) можно пренебречь. Уравнение (10) определяет вблизи плоскости 
z= 0  вязкую область с масштабом е ,= 1 /(aU0'R)‘h. Масштаб приповерхно­
стной вязкой области в волне Толлмина — Шлихтинга можно оценить как 
|в 1 [11]. В наиболее интересном случае, когда точка (a, R) находится 
в центре петли нейтральной кривой пограничного слоя с профилем Вла- 
зиуса, выполняется соотношение le K e i< l  и справедливы оценки

Г—  Т i 3 e - z / e  d z ~ T u ~  | £ I aS iU r, I e I coSi-co | £ | Иг, .(И)
•J e0

где Ut—^ t — пульсационная продольная скорость в волне Толлмина — 
Шлихтинга вблизи поверхности. Оценки (И ) показывают, что вклад 
объемных источников в соотношении (8) мал по сравнению со вкладом 
поверхностных в отношении otei/co. Используя формулы (8) и (9), полу­
чим следующее выражение для потока акустической мощности, нормиро­
ванного к Pott*,3, на частоте со:

I  =  £ (а, 0)1 W  sin2 6 cos2 <р, (12)
4зтг

где 07,2 =  _ < ( 1гт' ) 2>— средний по времени квадрат кинематического сдви­

гового напряжения, создаваемого вол пой Толлмина Шлихтинга на глад­
кой пластине. Диаграмма направленности излучения совпадает с диа­
граммой акустического диполя, ориентированного в направлении течения.

1 На возможность излучения звука при отражении вязких воли, падающих на 
плоскость впервые указано в [10].



Для неровностей вида

S = U  exp

(а± — поперечный масштаб неровностей) из формулы (12) получим

«V). (14)
Как следует из анализа выражения (14), наиболее эффективно излуча­
ют неровности с размером ап= У2/а.

Рассмотрим неровности, локализованные в области (—L,,/2, L„/2) по 
оси х  и ( - L J 2, Lj_/2) по оси у. Представим £ в виде произведения про­
странственно-однородной случайной функции £Л(я, у) па экранный мно­
житель, равный единице в этой области и нулю за ее пределами. Интен­
сивность акустического излучения легко находится при условиях 0<1, 
Ьщ>аь L±>a±. Используя соотношения (8) и (6), получим

/=4Л /3 £ш2а,,2ах2ат2 sin2 0 cos2 ф exp ( —
Г \  и

M3(s)3R  1-ехр(-2^о^ц)
UL ± Р  (а, 0) Orm2 sin2 0 cos2 ф,

где Р(к , h) — пространственный спектр <£л2>, отт — максимальное значе­
ние От на площадке. Видно, что при размере площадки />п>2/'у0 мощность 
I  практически не возрастает. Последнее объясняется тем, что основной 
вклад в дальнее поле дают неровности, над которыми волна Толлмина — 
Шлихтинга наиболее интенсивна. Задавая функцию корреляции неровно­
стей в виде <t>h(x+klh y+X±)1;h(x, y)>=<t.2> exp [ - 7 2(V /V + ^ x2/^x2)1, 
получим следующее выражение для потока мощности:

1 M W R
2л  г2

Ь{\Ь±а{1а±<1К2>оТтгК  sin2 0 cos2 ф

где К=ехр (—1/ 2а 2а{12) [1—ехр (—2^0̂ 11) ]/2^0̂ ц. Сопоставление формул (14) 
и (15) показывает, что случайные неровности излучают как совокупиосгь 
некогерентных источников в виде регулярных неровностей, число кото­
рых ~ L {\LJay[a1_.

Сделаем оценки для пограничного слоя на пластине при скорости на­
бегающего воздушного потока исо= 25 м/с. Выберем волну Толлмина — 
Шлихтинга в центре петли нейтральной кривой [11]: а=0,2, а)=0,06, 
Я= 3000 (при этом б.=0,18 см). Положим амплитуду пульсаций продоль­
ной скорости ww= m ax // (z)=2% . Величину оТ оцепим на основе данных

1
экспериментов [7]: (h/ ) z=o~2,5h™, аг =  —  2,5 ит/Я«1,2 10“5. Неровпости

12
зададим в виде (13), принимая a„=V2/a, а±=30а{{1 £,„=0.51 e l«0,04. При 
этом в направлении ф=0, 0=45° на стандартном расстоянии 1 м сила 
звука на частоте 130 Гц составит 8 дБ.

Таким образом, излучение звука при рассеянии волн Толлмина - 
Шлихтинга в пограничном слое на неровной жесткой поверхности обус­
ловлено процессами комбинационного рассеяния гидродинамических пуль­
саций на неровностях. Вклад в образование звука дают компоненты спект­
ра неровностей, находящиеся вблизи волнового вектора волны Толлмина — 
Шлихтинга. Поэтому при одинаковой высоте модуляции уровня поверхно­
сти волнистая поверхность вызывает более сильпое излучение, чем шеро­
ховатая. Образование звука связано с возбуждением вязких волн напря­
жениями Лайтхилла в объеме пограничного слоя и взаимодействием волны 
Толмина — Шлихтинга непосредственно с перовностями поверхности. Из­
лучение носит дипольный характер и имеет диаграмму направленности 
касательного к поверхности диполя. Оценки показывают, что при рассея­
нии на неровностях, затопленных внутри вязких пристеночных слоов, ге­
нерируется весьма слабое акустическое поле.
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