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ИМПЕДАНС ПОЛЯРНО-ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ 
ПО ОТНОШЕНИЮ К НОРМАЛЬНОЙ СИЛЕ, ПРИЛОЖЕННОЙ

В ПОЛЮСЕ АНИЗОТРОПИИ

У далов Г . В.

Решено уравнение классической теории изгибпых колебаний поляр- 
по-ортотропной пластины, симметричных относительно полюса анизо
тропии. Исследован мехапичсский импеданс такой пластины по отно
шению к  силе, действующей в полюсе анизотропии.

Уравнение свободных монохроматических изгибпых колебаний поляр- 
но-ортотроиной пластины, симметричных относительно полюса анизотро
пии, в соответствии с классической теорией изгиба анизотропных пластин 
[1] можно представить в виде

L{x)w(x) =  0, (1)
, ,  ч , 2  8’где Ь{х) =  — г +

s2 д2 s2 д
—  —7  +  — — - 1 ,  sz=DJDT, х= квзг, квзк—х 2 дх2 х6 дхдхи х дх3

= [Х'0)2/ DT> г — расстояние от полюса анизотропии до точки наблюдения на 
пластине, w — амплитуда смещения изгибпой волны, Dr — жесткости 
изгиба пластины соответственно для окружного и радиального направле
ний, со—круговая частота колебаний, р — масса единицы площади пла
стины.

Решая уравнение (1) методом разложения iv(x) в ряд в окрестности 
правильной особой точки £= 0  [2], получаем в качестве частных решений 
следующие четыре функции:
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где Г (ж) —гамма-функция. Последняя формула в (2) описывает два ре
шения: У (5, х) и У (—5, х).  Полученные функции являются линейно не
зависимыми лишь при нецелых значениях параметра 5. Если же образо
вать из найденных решений приведенные ниже линейные комбинации, 
то найдем частные решения однородного уравнения (1), являющиеся 
линейно независимыми при любых значениях 5, а именно

7(5, х) —U (5, x ) —G(s, х ) ; /(5, x)=U(s, x)-\~G(s, х)\ (3)
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Л
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Независимость решений (3) следует из выражения для определителя 
Вронского W(x),  вычисление которого дает W (х) =8/л х 2) .

График функций (3) показан на фиг. 1.
Функции У (5, х) и /($, х) могут быть представлены также следующи

ми рядами: “  /  X  \  2к — х ~ л  /  X  \  2к
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Значения J(s, х) и I(s , х) могут быть рассчитаны непосредственно по 
формулам (3) или (4) при любых s. Выражение (3) для N(s, х) при 
нечетных значениях s=2m +l  (m =0, 1, 2,...) обращается в неопределен
ность вида 0/0, раскрывая которую находим
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где (7=0,577215665 — постоянная Эйлера. Символ ^  означает, что-пере

А-0.1
менная суммирования к принимает только четные значения от 0 до тп— 1, 
если т— 1 четно, и нечетные значения от 1 до т— 1, если т—1 нечетно; 
Е (х) — целая часть числа х.

Выражение (3) для функции K(s, х) содержит неопределенность вида 
0/0 как при нечетных, так и при четных значениях s. Раскрывая упомяну
тые неопределенности, получаем выражения
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Итак, общее решение однородного уравнения (1) при любых значе
ниях s можно записать в виде

w(x)=C\J{sy x )+C2N{s, я )+ С 3/($, ж)+С 4Я(5, я), г (7) 
где Ck (к = 1, 2, 3, 4) — постоянные.

При s= 0  уравнение (1) переходит в уравнение свободных изгибпых 
колебаний стержня с пропорционально изменяющимися но линейному 
закону вдоль его длины погонной массой и жесткостью на изгиб [3], 
а  формулы (3) при 5 =  0 определяют решения уравнения изгибных коле

баний такого стержня. При 5=1 урав
нение (1) описывает симметричные от
носительно начала полярной системы 
координат свободные колебания изгиба 
изотропной пластины [4j. Решения (3) 
в этом случае переходят в соответствую
щие цилиндрические функции Бес
селя нулевого порядка. При 5=3 для 
/(3 , х),  /(3 , х) из выражений (4) и 
для N (3, х ), А(3, х) из соотношений 
(5) и (6) (при т=  1) находим 7(3, х) =  
= 72 ( х ) ,  / ( 3 ,  * ) - / , ( * ) ,  N ( 3 yx )  = - N 2( z ) ,  
К (3, х)=~К2(х). Таким образом, для 
.9=3 решениями уравнения (1) явля
ются функции Бесселя второго поряд
ка.

Из сравнепия уравнения (1) с 
уравнением, решением которого яв

ляются функции Бесселя произвольного порядка [5], следует, что пи при 
каких других значениях 5, кроме указанных 5=1 и 5 = 3 ,  решения ( 3 )  не 
переходят непосредственно в функции Бесселя. Однако можно показать, 
что при нечетных значениях 5 = 2 т+ 1  они выражаются через цилиндри
ческие функции Бесселя в соответствии со следующим соотношением:

(m+А)! /  2

Фиг. 1. Вид функций, определенных
7 -  
4 -

соотношеииями (3), при 5=4,75, 1  
J ( s yx ) ,  2  — N( s ,  х ) ,  3 - I ( s , x ) ,

JC(st z )

т

Z(2m +l,x)  =  ^Yj (±D
ft=0 2 *(т -к)Ш { - )  а д , (8)

где Z(2m+l, х) обозначает какую-либо из функций, заданных формулами 
(3) при s= 2 m + l, a Zh(х) — соответствующую ей функцию Бесселя. Знак 
плюс в выражении (8) принимается при подстановке в него вместо 
Z(2m+i, х) и Zk(x) соответственно функций К(2т+1, х) и Кк{х)\ в дру
гих случаях следует брать знак минус. Из формулы (8), в частности
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следуют указанные выше соотношения между рассматриваемыми реше
ниями (3) при 5=1, 5=3 и функциями Бесселя.

Решение (7) можно представить также в следующем виде:
w {x )= C J l^ (s ,  x)+CzHiZ) (s, x)+CsI(s, x)-\-Ct,K (5, x), (9)

где введены обозначения:
x) = / ( 5 ,  x)+ iN ( 5 ,  x), H(2)(s, x)=J(s, x ) —iN(s, x). (10)

Отметим, что главные члены асимптотического представления функ
ций (3) и (10) при я>5, х>1  определяются формулами

C O S  X ^  , I f  (.,*) =  у  J - ) ,

/  (5 , х) =  ех/ У 2лх, К  (5, а:) =  |^/ £"**, # (1) (5 , я ) / 2 _ Л - Т ) .
я#

(11>

Рассмотрим теперь бесконечную полярно-ортотроиную пластину, об
ласть которой в окрестности полюса анизотропии заменена жестким 
безынерционным диском радиуса а, причем центр диска совпадает с по
люсом анизотропии пластины. Пусть к центру диска, жестко соединенно
го с пластиной, приложена нормальная сосредоточенная гармоническая 
во времени сила Fexp (mt).  Найдем механический импеданс такой пла
стины по отношению к указанной силе.

Амплитуду смещения изгибной волны в пластине при x> v = k WAa 
будем искать в форме (9). Учитывая, что при х>а  источники отсутст
вуют, а при х-+<х> смещение w(x) должно быть ограничено, коэффициен
ты Ci и С3 в общем решении (9) следует положить равными нулю. 
Оставшиеся неизвестными коэффициенты С2 и С\ определяются из 
граничных условий в месте соединения пластины с диском, которые 
заключаются при x=v  в равенстве нулю угла поворота пластины и в 
уравновешенности внешней силы F и перерезывающих сил, действующих 
на диск со стороны изгибно-колеблющейся пластины. Указанные условия 
можно записать в виде

dw (х )
=  0, 2m*Ar |x=v=-F, (12)

дх x=v

где N r — приходящаяся на единицу длины окружности радиуса г перере
зывающая сила, определяемая выражением [ 1 ]

Nr= - k ^ D ,
[

d3w(x) +  1
дх* х

d2w{x)
дх2

5 2 d w ( x )  

"1X дх ]■
(13)

Определив из уравнений (12) с учетом формул (13) и (9) коэффи
циенты С г и С4 и обозначив штрихом дифференцирование по v, для сме
щения пластины w(x) при x ^ v  получаем выражение (14)

w (х) = [К' ( 5 ,  V )  Н <2> ( 5 ,  X) — Я (2)' ( 5 ,  v ) K ( 5 ,  X )  ] ,

2ясоУ \xDr Д1 (5, v)
где A t  (5, v) = К '  (5, v ) [ v / / ( 2 ) / , / ( 5 ,  v ) + / / ( 2 , , / ( s ,  v )  ] —  # < z ) ' ( 5 ,  v)[v/T"(5, v) +  

+TT'(5, v)].
Положив в формуле (14) x= v , для механического импеданса Z пла

стины в соответствии с соотношением Z=F/i(aw(s1 v) находим
(15)

где
Z —dnj[lDT Р (s, v ) , 

п  Д, (s,v)
P(*.v)=  ,

4i A2(s,v)
A2(s, v)=K'(s ,  v)Hm (s, v ) - H w ’(s, v)K(s,  v)

(16)
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Отметим, что учет массы М  диска приводит к добавлению в формуле 
(15) слагаемого, равного icoM.

Если в выражении (16) перейти к пределу при v->-0, то получим зна
чение (}($, 0) (в дальнейшем обозначаем £($)), соответствующее случаю 
возбуждения нолярпо-ортотропыой пластины в полюсе анизотропии при 
отсутствии жесткого диска. Выполнив указанный предельный переход, 
находим

Фиг. 3
Фиг. 2. Зависимость величины P(s) от параметра s  анизотропии пластины и асимпто

та этой зависимости. 1  -  величипа p(s), 2 -  асимптота л s/4
Фиг. 3. Зависимость модуля (сплошные линии) и тангенса фазового угла (штрихо
вые линии) величины P(s,v) от частотного параметра v .  1  -  $*= 1; 2 -  s = 3; 3  -  s = 4, 5;

4 -  5 = 6 ,  5

Получений результат с учетом (15) свидетельствует о том, что меха
нический импеданс иолярно-ортотропной пластины по отношению к нор
мальной сосредоточенной силе, действующей в полюсе анизотропии, яв
ляется активным и нс зависит от частоты возмущающей силы при любом 
параметре s анизотропии пластины. При 5=1 имеем р (1) =1. В этом слу
чае формула (15) дает известное выражение для механического импедан
са изотропной пластины [6].

При увеличении параметра 5 значение р(5) асимптотически стремит
ся к величине я$/4, а импеданс пластины при 5>1 определяется формулой
2=2яУр.О<>. Зависимость (J($) от параметра s графически представлена 
на фиг. 2. Там же показана асимптота этой зависимости.

В общем случае при v^O (пластина с диском) |3(5, v) и соответствен
но импеданс Z  являются комплексными величинами. На фиг. 3 представ
лены зависимости модуля р и тангенса фазового угла <р величины fi(sy v) =  
=рехр (/ср) от частотного параметра v (волпового размера радиуса диска) 
ири различных фиксированных значениях 5.

Если в выражении (15) положить v»5, v » l ,  что соответствует диску 
больших волновых размеров, то, используя асимптотические формулы
(11) для импеданса, приходим к соотношению Z =2 jiv (\х О г ) ъ (1+£). Отне
ся полученный результат к длине окружности диска, найдем удельный 
импеданс нолубесконечной пластины по отношению к линейной силе, 
приложенной по нормали к пластине вдоль ее кромки со скользящей за
делкой, отличающийся множителем 7г от аналогичного импеданса беско
нечной пластины [ 7 ].
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В заключение отметим, что полученное решение классического уравне
ния не зависящих от угловой координаты изгибных колебаний полярно- 
ортотропной пластины может быть использовано для нахождения соот
ветствующих решений по уточненным теориям анизотропных пластин [8].
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