
цящих в формулу (1), экспериментально (в соответствии с [6]) определялось только 
отношение коэффициента потерь на излучение (г]„) к общему коэффициенту по- 
терь (ii).

Сопоставление представленных на фиг. 1 спектров свидетельствует об удовлетво­
рительном совпадении расчетных и экспериментальных данных даже в окрестности 
низшей собственной частоты пластины, где использование формулы (1), вообще го­
воря, не следует считать корректным. Сходимость в этой области существенным об­
разом обусловлена эффектом осреднения в относительно широких полосах частот. 
Еще меньшее различие можно наблюдать при сопоставлении рассчитанных и изме­
ренных спектров в октавных полосах частот.

Аналогичные результаты получаются при измерениях колебаний пластины. На 
фиг. 2 показан измеренный в !/з октавных полосах частот осредненпый по поверхно­
сти спектр нормальных ускорений пластины, возбуждаемой пристеночными турбу­
лентными пульсациями 'давления при .¥=1,5. Слева шкала графика размечена уровт 
нями среднеквадратичных значений нормальных ускорений относительно порогово­
го значения w =  10-5 м /с2, а справа -  среднеквадратичными значениями ускорений в 
единицах g. Сплошной кривой на фиг. 2 показан спектр нормальных ускорений, рас­
считанный но формуле

го2 (Д /)

которая получается из соотношений работы [7] при тех же допущениях, что и фор­
мула (1). В этом случае также наблюдается удовлетворительное совпадение расчет­
ных и экспериментальных данных.
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АКУСТИКО-ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКАЯ АНАЛОГИЯ И ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ
ГАЗОВЫХ ПУЗЫРЬКОВ В ЖИДКОСТИ

К о б е л е в  1 0 . А .,  О с т р о в с к и й  Л .  А .
*

Задача о колебаниях газовых пузырьков, находящихся на близком расстоянии 
друг от друга, под действием звука интересна для разнообразных приложений, свя­
занных со спектроскопией пузырьков, изучением поглощения звука в пузырьковой 
среде, поведения пузырька вблизи стенки и т. д. Такая задача рассматривалась в 
ряде работ [1, 2] в предположении, что длина звуковой волны X  велика по сравне­
нию с расстоянием между пузырьками L , которое, в свою очередь, много больше ра­
диусов пузырьков a j ,  так что взаимодействие лишь мало изменяет резонансные 
свойства пузырьков. Отказ от последнего предположения (£»<*,•) означает сущест­
венное нарушение радиальной симметрии колебаний пузырька и в результате при­
водит к  серьезному усложнению задачи.

Здесь хотели бы обратить внимание на возможность использования метода изо­
бражений для решения подобных задач. Как известно, при условии a j ^ X  давление 
в пузырьке практически постоянно и, следовательно, его поверхность эквипотенци­
альна (в пренебрежении поверхностным натяжением, что для воды возможно, если 
# /» 1  мкм). Это позволяет воспользоваться аналогией с электростатикой: ноле скоро­
стей в жидкости вокруго пузырька соответствует напряженности электростатическо­
го ноля Е  вокруг проводящего тела той же формы, а величиной, аналогичной плотно­
сти поверхностного заряда на проводнике, служит величина нормальной компоненты 
скорости vn непосредственно на поверхности пузырька S. Полному же заряду Q 
(точнее, Q/e, где е -  диэлектрическая проницаемость) соответствует величина

Ф« (/)*(&) А/
2(р/г) 2т]

(2)
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ф  vndS=dV /d t i где V -  объем пузырька. Такая аналогия уже использовалась для 
s
решения задачи о монопольных колебаниях сфероидального пузырька [3].

Рассмотрим теперь задачу о колебаниях двух близкорасположенных пузырьков,, 
эквивалентную задаче о потенциале двух проводящих сфер. Последняя решается1 
с помощью метода изображений [4]. Выражения, связывающие величины потенциа­
лов ф! и фг на сферах с величинами зарядов Qi, Q2 на них, имеют вид

<?1= е  (ci !ф, + с,2фг); '<?2= е  (с2icpi + С22Ф2) , (IX

где cij — емкостные коэффициенты, они определяются выражениями;
со

cu=aifl2 sh [а2 sh ла + ai s h (n - l)a ]" 1J

n = i

Ci2 =  C2l; (ala2IL) sh a  sh_l na,
«—1

( 2) .
<x>

c22= a i«2 sh a  sh яа-f a2 sh(«—l) a ] _1,
n = l

где для параметра a  имеем
ch ct= (Lz—aiz—<i22) / 2 aia2 . (3)

Теперь нетрудно получить уравнения связанных линейных колебаний пары пу­
зырьков. Они даются соотношениями (1), где Q/& следует заменить на dVj/dt—Vj. 
Далее, используя связь потенциалов фj на границах пузырьков с разностью давле­
ний в пузырьках Рг  ̂ и в жидкости на большом удалении от пузырьков Р«> (d y /d t=  
=  (Рг j-Poo) ро) и исключая величины Р г  j с помощью линеаризованного уравнения 
состояния газа (Рг з =  получим уравнения колебаний пузырьков в виде

M i+ a „ c d o i2W i+ai20>oi2n 2 =  - a ) 012( a i i + a i 2) (Роо-Р0)/чРо

U 2  +  a 2 2 C 0 02 2 H 2  +  a 2 l C l > 0 1 2 U i =  —  C002 2 ( a 2 2 + a 2 l )  (Рек,— Ро)/*(Ро,
(4)

где U j= (V j—Vj 0) / V j о -  относительное изменение объема пузырька, V j о, Ро — не­
возмущенные величины объема и давления со0 ;2=З^Ро/роа;2 — собственная частота, 
монопольных колебаний изолированного пузырька.

Из системы (4) определяются резонансные частоты колебаний двух пузырьков

o ) l .2 = (a 2 2 0 }o 2 2+ c c , i (O o i2) / 2 ± [ ( a 22COo22--c C ii(d o i2) 2/ 4 + a i2 a 2 i (O o i2coo22] V* (5)

Причем более высокая частота отвечает противофазным (дипольным), а более пиз-- 
кая -  синфазным (монопольным) колебаниям.

Рассмотрим несколько частных случаев. Для произвольно расположенных пу­
зырьков одинакового радиуса (at= a 2=a ,  (Ooi=o02=o>o, a i i= a 22, a i2= a 2i) резонанс­
ные частоты равны

o>i, 2=(aH±ai2)Vicoo. (6)
В этом случае (a i2< 0 ) монопольным колебаниям (знак (+)) в выражении (6) со­
ответствуют также колебания одиночного пузырька вблизи жесткой стенки, а ди­
польным -  около свободной границы. Из выражения (6) легко видеть, что при сбли­
жении пузырьков частота монопольных колебаний cot уменьшается, а дипольных 
со2 — неограниченно растет.

В случае контакта пузырьков (Ь=2а) отсюда получаем
(7)(й2(Ь-+2а)-+°о; ы1(Ь—2а) =  1 In 2 со о2* 0,83 со 0.

00

Действительно, при L-+2a величина a- -̂О, а lim (aii+ai.2) =  (*/2) \  [тг(2/г—1) ]“ 1;
CC-vO LmJ

n « = i

=1п2. Интересно, что величина o>i при L—2a очень близка к вычисленной прибли­
женно в работах [2, 3]. Отметим еще, что при слиянии двух пузырьков в один его 
собственная частота о)£= 2 - ,/лсо0=0,79 ю0.

Резкий рост частоты дипольных колебаний при сближении пузырьков (этот ре­
зультат существенно противоречит данным цитируемых выше работ [2], где для 
он (Ь = 2 а )  получено значение У2 о)0 и [3], где о)2(£ = 2  a) =  1,51 о>0) можно объяснить 
уменьшением присоединенной массы жидкости: у  контактирующих пузырьков в этом 
случае колеблется только «стенка» между ними. Нетрудно получить асимптотиче­
ское выражение для о)2 при малом расстоянии между пузырьками (k=L /2—a « a ). 
В этом случае а=*2У2h / a ,  (2h / a ) 4 *  откуда

to2 (L-► 2а )  ~ (In a / 2 h )  7,0)о. (8):
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Определенный интерес представляет случай Я |»в2, тогда для близкорасположен­
ных пузырьков здесь также справедлива формула (8), где теперь а = а 2, h —
кратчайшее расстояние между поверхностями пузырьков. Этот результат легко объ­
яснить: при малых h поверхность большого пузырька играет для меньшего роль сво­
бодной границы.

В рамках рассмотренной выше задачи нетрудно учесть также малые потери, свя­
занные с излучением звука и теплообменом между газом и жидкостью, а также' не­
линейность, обусловленную уравнением состояния газа в пузырьке.
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