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Численными методами исследуется смещение «центра тяжести» 
ограниченного волнового пучка при отражении от «слабой» границы раз
дела. Результаты расчетов иллюстрируют границы применимости асимп
тотических формул, справедливых в предельных случаях, и позволяют 
проследить зависимость величин смещения от параметров падающего 
пучка и отражающей границы в промежуточной области.

При отражении ограниченного волнового пучка его огибающая смеща
ется вдоль отражающей границы но отношению к огибающей падающего 
ноля. Величина этого смещения зависит от свойств границы и параметров 
волнового пучка и может быть велика по сравнению с длиной волны. Рас
сматриваемое явление нашло ряд важных приложений в различных обла
стях физики. Детальный, хотя и несколько устаревший обзор состояния 
вопроса дан в статье Г. Лотча [1]. Из более поздних исследований отме
тим работы [2—8]. В гидроакустике представления о смещении пучков 
при отражении оказываются плодотворными, в частности в теории боко
вых волн [9, гл. 4], при расчете коэффициентов затухания нормальных 
волн [10] и анализе отражения звука от морского грунта [11].

Теория смещении монохроматического волнового лучка в его плоскости
падения при полном отражении от плоской границы однородных полу
пространств, основанная на представлении пучка в виде бесконечной со
вокупности плоских волн, была построена Л. М. Бреховских [12, 13, 
§ 14]. Эту теорию принято называть классической. Обозначим через к  
волновое число, через р и ц — соответственно плотность и магнитную 
проницаемость среды, где распространяются падающие и отраженные 
волны. Соответствующим величинам для среды, от которой происходит 
отражение, припишем индексы 1. Будем пренебрегать диссипацией энер
гии волн в средах. Коэффициент отражения плоских волн с углом сколь
жения /  дается тогда формулой Френеля

где n = s n \  f t = k j k < \  — показатель преломления, б — критический угол 
полного отражения. В акустике среды считаем жидкими, т . = р,/р. Для 
электромагнитных волп параметр т  зависит от поляризации: т = ц , / р  для
перпендикулярном поляризации, когда вектор напряженности электриче
ского поля колеблется перпендикулярно плоскости падения, и га= /г(и /(н, 
для параллельной поляризации, когда этот вектор лежит в плоскости па
дения. Согласно классической теории, хорошо определенный, т. е. остро- 
направленный, волновой пучок с углом скольжения у0 смещается при 
отражении вдоль границы раздела на величину [13, § 14]

V(S) =  |F|oxp(Kp) =
тоУ1-£2-У и 2- £ 2

! £=cos% : 1тУ1—£2 > 0 ,  (Я
т У 1 -£ 2+Уи2- £ 2

1тУ/г2—£2> 0,

1_^Ф 2 т 5 ,(1 -к 2)/У(£ог-гс2)(1-£о2)
к д% t=Co /с [ т 2 (1—̂02) +£о2—я2 ]

»<£o=COSXo< l. (2 )
При закритических углах скольжения (£0< л )Д кл(£о)= 0.
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Формула (2) является точной для пучков с бесконечно узким угловым 
•спектром. Однако она дает расходящиеся разрывные значения и непри
менима для реальных волновых пучков, если угол %  мал или близок к 
л /2 —6 в масштабе угла дифракционной расходимости пучка. В работах 
[ 14, 15] методом эталонных интегралов [13, § 27] в предположении

Q = k w { l - n ) > l ,  (3)

где w — характерная ширина огибающей пучка, получены равномерные 
по углу падения асимптотические формулы для величины смещения при 
отражении, согласующиеся с классической теорией в области ее примени
мости. Для хорошо определенных пучков всегда k w >  1, но неравенство
(3) может нарушаться в случае так называемых «слабых» границ разде
ла, когда /г~1. Тогда, как и при отражении сферической волны [16], 
не удается построить полную асимптотическую теорию отражения волно
вого пучка, поскольку встречающиеся интегралы но выражаются через 
табулированные специальные функции. Основную трудность представля
ет случай промежуточных значений параметров, когда Q — 1 .

Между тем отражение пучка от «слабой» границы раздела представ
ляет существенный интерес, в частности, при .анализе распространения 
остронаправленных звуковых пучков сквозь водную толщу океана и от
ражения таких пучков от дойных осадков. Кроме того, именно при отра
жении от «слабой» границы раздела энергетические характеристики пуч
ка испытывают наибольшее смещение, что важно для инструментальных 
приложений эффекта. В настоящей работе смещение звукового пучка при 
отражении исследуется численными методами. Там, где это возможно, 
численные результаты сопоставляются с аналитическими.

Будем рассматривать смещение Дс «центра тяжести» отраженного 
пучка относительно падающего по среднему за период колебаний квад
рату волнового поля. Для простоты примем, что от перпендикулярной 
плоскости падения координаты поле не зависит. Тогда справедлива фор
мула [14] 1 +00

A c ( w — 1 | ф (о г <р' ( м  / [ *  I  | Ф ( 5 т « | * я ] ,  (4)
п —сю

где Ф ( ^ ) — спектр падающего пучка по плоским волнам, являющийся 
фурьс-образом огибающей F ( x )  падающего пучка на границе раздела

+ ооф ( £ ) =  J F(x)exp[iA;(So-?)a:]^- (5)
Расчет смещения при отражении производился для пучков с гауссовой 

и лоренцевской огибающими

F , = e x p [ - .z7 ( 4 mj2)] ; ехр[—/с2и>2(£—£0) 2] ; (6)

F2= [ l+ r 7 w 2]-';  Ф2= лй ;ех р (—&й?|Е;—£о|). (7)
Представляет интерес проследить зависимость смещения пучка от его 
формы. Для этого необходимо разделить эффекты, связанные с формой 
пучка и влиянием его ширины. Поскольку огибающие F t и Р 2 не явля
ются геометрически подобными, то рассматриваемое разделение, сводя
щееся к установлению связи w и w, но необходимости является условным. 
Будем считать огибающие «одинаково широкими», если кривые Т7, и F ,  
имеют одинаковую ширину на половине высоты, т. е. г£=2(1п 2 ) ' ,2w. 
Па «слабой» границе для электромагнитных волн, как правило, 1. 
Отношение плотности осадка и морской воды в придонном слое, когда 
показатель преломления для звука обращается в 1, примерно равно 1,65 
[9, гл. 1]. Смещение при отражении определялось по формуле (4) при 
следующих значениях параметров падающего пучка и отражающей гра
ницы: k w = 102; 104; 105; 10fi; гс=0,9999 т = 1; 1,65. Изменение k w  в ши
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Фиг. 1. Угловая зависимость смещения при отражении остро- 
направленного пучка в случае Q ^ l \  а  -  пъ=1,65; б  -  т —  1.
I  -  А с  пучка с огибающей Ь \ \  2  -  А с  пучка с огибающей 1' \;
3  -  результат классической теории. Смещение выражено в 

единицах длипы падающей волны X  =  2л/ к

роком диапазоне позволило исследовать предельные случаи 1 и (?< 1 
и переход между ними. Отиосительная точность вычислений на ЭВМ была 
не ниже 0,4 %.

В случае k w = 10е (фиг. 1) для смещения пучка при отражении харак
терно наличие ярко выраженных максимумов при малых % 0 и х0- л / 2 —6, 
где Акл стремится к бесконечности. Относительная высота максимумов за
висит от т . При т = 1,65 максимальное значение Ас больше ю /4. J Го мере 
удаления угла скольжения от 0 и л /2—б Дс(£о) с высокой точностью пере
ходит в Дкл(£о)- При |x o + 6 -J i/2 |^ ( fc ^ ) -1 и ХоК { к г и ) ~ ъ  смещение при от
ражении зависит от формы огибающей пучка.

В рассматриваемом случае выполнено неравенство (3), позволяющее 
разбить весь угловой диапазон па две перекрывающиеся части, где вы
полнено одно из неравенств

k w \ 1—£о|>1; 

к ш \ п —^ о \ > 1 .
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Следуя работам [14, 15], для величин Дс (So) пучков с огибающими F t и 
F 2 получаем асимптотические формулы, соответственно,

i V '  ( У _________ У у / 2  D -ч , ( - у )  exp (-1/74)_______

k V i^ o )  1 -а е х р (-у 7 4 )[1 > -%(у ) -У 8 /я а £ -2(у)]

Ac(£o)
i V ' l X ,  о) 
k V ( U

(Ю)

_____ У у [ / , ( У у ) + Л ( У у ) 1 ______________.

1—У я /2 аех р (—у )  (1—У 8/яа)
________________ Улу ехр(у)/2 ________  ____

1—2 У 2 а[/,(У ^у ) —/ г(У—г/)+2У^ч/']+4а2(е!'—2у)

я< Е #< 1 ;
(И)

£• < и .

Здесь при условии (8) a = Q ~ 4’/ m , y = 2 k w ( % „ - n ) ,  а при условии (9) 
a = Q ~ ' hm , y = 2 k w { I —t>0) ;  D  — функция параболического цилиндра, 
/ li2 выражаются через интеграл вероятности и интеграл Досона [17]

У

1 Л у )  =  (Уя/2) ехр (у2) erfc у; / 2(у) = е х р ( - у 2) |ехр (гг)й и . (12)
О

Сопоставление величин смещения, вычисленных на ЭВМ н рассчитанных 
по формулам (10), (11), показало, что их максимальное отличие состав
ляет 1,8%. Таким образом, при (?»1 точность асимптотических формул 
даже при величинах А с, сравнимых с w , оказывается вполне удовлетвори
тельной и существенно более высокой, чем оценки точности снизу, при
веденные в работах [14, 15].

В случае k w = 10“ (><1, и спектр пучка по плоским волнам меняется 
медленно по сравнению с коэффициентом отражения. Используя это и 
принимая во внимание значения интегралов

.( < р '( М “ - я ;  j ф '(£) ( £ - l ) d £ = » ( l - n ) / ( / » + l )  [ 1 + 0 ( 1 - » ) ] ;
71 П

(13)

получаем из формулы (4)
(14)

[ Ac (to)
2 (1 -» )  /  д

л | 1 +  - -  ■! —  1п|Ф
т~ 1-1 '  uQ( 4 ш | Ф ( 0 1  | ]

/  m — 1
\ mAm + 1 ^

+«»

|ф ( 1 ) | - ! (m2- ! ) 2 '  m2- l
f 16m2 (1—n )  /  m2+ 1 \
J 1 Ф (£) | 2 ̂  +  —  2 7ч z ‘ l  —  1 n ^  "  1

(15)

Если m не близко к 1, а спектр Ф(£) является непрерывно дифференци
руемым, то относительная погрешность формулы (15) составляет 0 ( Q 2).  
У пучка с огибающей F.> спектр является только кусочно-гладким, и в уз
ком угловом диапазоне л < £ 0< 1  относительная погрешность возрастает и 
равпа O ( Q 2) + O ( k w ( £ 0—п ) ) .  Формула (15) уточняет и обобщает соответ
ствующий результат статьи [15]. При т ~ 1  оценка знаменателя, исполь
зованная в формуле (15), справедлива только для умеренных значений
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Фиг. 2. Угловая зависимость смещения при от
ражении пучка для I ,  2  -  Дс пучка с оги
бающими F 1 и F 2 при т —1,65; 3 ,  4 -  то же при

т= 1

Фиг. 3. Угловая зависимость смещения при от
ражении пучка для Q = \ .  J .  2  -  Дс пучка с оги
бающей F i при w=i,G5 и w=«l; 5, 4 -  результат 

классической теории при ш=1,65 и го—1

k w (  1—£0). Тогда из (15) следует

A c  ( S o )  = 3 з х /  [ 4 / с ( 1 — л г> ] » г г ; .  ( 1 6 )

При больших k w ( i —£0) по мере уменьшения | Ф(1) |  в знаменателе фор
мулы (4) становится существенным вклад участка области интегрирова
ния £~£0, далекого от £= 1 , и Дс (£о) спадает до пуля.

Результат расчета на ЭВМ для рассматриваемого случая показан на 
фиг. 2. При т = 1 ,6 5  погрешность формулы (15) не превышает 3,8%. Здесь 
особенно резко проявляется зависимость смещения при отражении от 
формы пучка: при огибающей /•’, максимальное значение смещения при
мерно вдвое меньше, чем при Р 2. Напротив, когда т = 1, наибольшее зна
чение Дс не зависит ни от формы, ни от ширины пучка. Формула (16) 
даст уровень «плато» на фиг. 2 с точностью 1%. Расчеты, проведенные 
для w, близких, но не равных 1, показали, что на слабой границе раздела, 
если ц /р .,^1 , даже при 1 поляризационная зависимость смещения при 
отражении электромагнитных волновых пучков выражена столь слабо, 
что не может быть показана в масштабе фиг. 2. Таким образом, при Q < i  
численные результаты не только подтверждают проведенное выше ана
литическое рассмотрение и определяют степень ею точности, но и сущест
венно дополняют его при т ~  1, показывая характер спадания Дс при 
росте Хо-
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Фиг. 4. Угловая зависимость смещения при отражении пучка для 
(>=10: а — т=1.65, б  — т = 1. 1  -  А с  пучка с огибающей F \ \  2 -  Дс 

пучка с огибающей Р г \  3  -  результат классической теории

В случае кш=10* Q обращается в единицу. Качественно угловые за
висимости смещения пучка здесь те же (см. фиг. 3), что при (?< 1, однако 
величину Ас уже нельзя определять по формулам (15) и (16). Макси
мальное значение смещения выросло но сравнению со случаем kw=  102 
на 10% при т=\  и почти в 10 раз — при пг=\ ,65. Угловой диапазон, где 
смещение имеет заметную величину, сократился почти на порядок из-за 
сужения спектра пучка. При Q= 1 отсутствует область углов падения, 
где справедлива классическая теория.

Результаты вычислений на ЭВМ для случая k w = 10‘г> представлены на 
фиг. 4. Обращает на себя внимание появление диапазона углов скольже
ния, где результат классической теории совпадает с расчетом на ЭВМ. 
Значение (?=10 оказывается достаточно большим, чтобы находить Дс (£о) 
по формулам (10), (11) почти для всех углов падения. Наибольшие рас
хождения численных п аналитических результатов, достигающие 20%, 
имеют место в случае m = i ,65 при углах скольжения %0<0°,1. Расхожде
ния обусловлены главным образом погрешностью асимптотической оценки 
знаменателя формулы (4).
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Расчеты, проведенные для случаев k w = 10" и k w = 105, позволяют по
нять, как происходит переход от угловых зависимостей смещения пучка 
при отражении, характерных для больших значений Q, к угловым зави
симостям upu ( X I .  Уменьшение kw  приводит к тому, что пики графика 
угловой зависимости Дс становятся менее выраженными, и сокращается 
область применимости классической теории. При т= 1 ,6 5  более выражен
ный пик графика Ас с %о~0 постепенно поглощает пик с %0~ л /2 —б. Одно
временно происходит приближение максимума смещения к %0=0. Макси
мальное значение Ас спадает сначала, как (кш) ъ, а затем быстрее, ока
зываясь при пропорциональным w. Когда 1, пики угловой зави
симости Ас имеют близкую величину и, становясь менее выраженными 
при уменьшении kw , образуют «плато», постепенно расширяющееся в 
сторону больших углов скольжения. Максимальное значение смещения 
пучка по углу скольжения сначала уменьшается пропорционально (kw)4\  
а затем медленнее, выходя при ( X I  на постоянный, не зависящий от w 
уровень.

Перейдем к формулировке выводов работы. Описанные выше числен
ные результаты хорошо согласуются с данными дифракционной теории 
смещения ограниченных волновых пучков при отражении [14, 15] как 
при (?>1, так и при ( X I .  Сопоставление численных и аналитических ре
зультатов показывает, что оценки погрешностей асимптотических формул 
при <?>1, полученные в статьях [14, 15], в ряде случаев являются слиш
ком жесткими, и асимптотическими формулами для Ас можно пользо
ваться пе только при А н о  и когда Ас—w.

Смещение «центра тяжести» пучка при отражении от «слабой» гра
ницы раздела может заметно превышать ширину огибающей пучка; 
у угловой зависимости Ас имеются участки быстрого линейного измене
ния, что может представлять интерес для инструментальных приложений.

Полученные результаты показывают характер перехода асимптотиче
ских зависимостей Дс, справедливых при <?>1, к асимптотическим фор
мулам, верным при ( X I .  Условием перехода от умеренных к большим 
значениям параметра Q, когда применимы аналитические результаты ра
боты [14, 15], можно считать появление протяжепиого участка угловой 
зависимости Дс, где справедлива классическая теория смещения волно
вых пучков при отражении.

Авторы признательны Л. М. Бреховских за руководство работой, а так
же Б. В. Гончарову и В. М. Куртепову за полезные замечания.
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