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СРАВНЕНИЕ ВЫНУЖДЕННОГО КОМБИНАЦИОННОГО 
РАССЕЯНИЯ ЗВУКА НА ПУЗЫРЬКАХ С ВЫНУЖДЕННЫМ 

КОМБИНАЦИОННЫМ РАССЕЯНИЕМ СВЕТА

З а бо ло т ска я  Е .  А . ,  К р а в ц о в  Ю . А .

Вынужденное комбинационное рассеяние звука на пузырьках газа, 
распределенных в жидкости, исследуется в широком диапазоне частот 
методом укороченных уравнений в приближении заданной накачки. Про­
водится сравнение рассмотренного эффекта с вынужденным комбинаци­
онным рассеянием света на колебаниях молекул.

Как показано в [1], в поле мощной звуковой волны, распространяю­
щейся в жидкости с пузырьками газа, может происходить вынужденное 
комбинационное рассеяние звука, подобное вынужденному комбинацион­
ному рассеянию света на колебаниях молекул. В данной работе произво­
дится сравнительный анализ этих двух явлений, отмечаются их общие 
черты и различия. Кроме того, анализируется частотная зависимость ко­
эффициента усиления амплитуды стоксовой волны и приводится график 
этой зависимости.

Если придерживаться классической (не квантовой) интерпретации, то 
схема вынужденного комбинационного рассеяния (ВКР) звуковых волн 
на газовых пузырьках практически полностью воспроизводит схему ВКР 
света на колебаниях молекул. Пусть в жидкости, содержащей пузырьки 
газа с собственной частотой Q, распространяется мощная волна накачки 
с амплитудой давления Ра и частотой о>„. При наличии слабой стоптан­
ной стоксовой компоненты Рс с частотой сос=(о„—И в ноле накачки про­
изойдет возбуждение колебаний пузырьков на их резонансной частоте Й. 
Рассеяние волны накачки на колеблющихся пузырьках приведет затем к 
усилению стоксовой компоненты Рс и в конце концов к генерации звука 
на частоте сос=сон—Q.

Процесс ВКР звука на пузырьках описывается системой двух уравне­
ний: волновым уравнением и уравнением движения газовой полости в не­
сжимаемой жидкости. Волновое уравнение для акустического давления р 
с учетом двухфазности среды можно представить в виде

д2р/дх2 =  (1 /с02) д2р/dl2—p0nd2vldt2. (1)
Уравнение движения для возмущения объема пузырька и имеет вид

v+Q2v+ fv-av*-$  (2vv+v2) = —ep. (2)

Здесь точками обозначены производные по времени и введены общепри­
нятые обозначения [1J. Существенно, что волновое уравнение (1) являет­
ся линейным. Нелинейность же сосредоточена в уравнении движения пу­
зырька (2), причем нелипейные члены квадратичны по v.

Записывая решение уравнений (1), (2) в виде суммы взаимодейст­
вующих волн, комплексные амплитуды которых медленно изменяются 
при распространении, получим систему укороченных уравнений. Укоро­
ченное уравнение для комплексной амплитуды стоксовой волны Рс в при­
ближении заданной накачки имеет вид

2ikcdPJdx=4\ Ри 12РС, (3)
где кс — волновое число стоксовой волны с учетом дисперсии. Коэффи- 
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циент 'у в уравнении (3) связан с коэффициентами а  и $ при нелинейных 
членах уравнения (2). Выражения для кс и *у приведены в работе [1]. 
Уравнение (3) соответствует случаю, когда параметрическим взаимодей­
ствием волн можно пренебречь.

Член, стоящий справа в уравнении (3), является кубическим, хотя 
нелинейность в уравнении (2) квадратичная. В данпом случае взаимо­
действие происходит в два этапа на одной и той же нелинейности. На нер­
вом этапе волна накачки вместе со стоксовой компонентой раскачивает 
колебания пузырьков. Затем волна накачки рассеивается на возбужден­
ных колебаниях пузырька. Эти взаимодействия можно условно записать 
следующим образом: Р11Ра4-+РпРп'Рс==\Р»\2Рс- Отметим, что
ВКР является кубическим эффектом и при его рассмотрении, вообще гово­
ря, необходимо учитывать кубическую нелинейность пузырьков. Однако 
расчет, проведенный в работе [2], показал, что кубическая нелинейность 
не изменяет коэффициента усиления стоксовой волны, а влияет только на 
частоту собственных колебаний пузырька: частота пузырька оказывается 
зависящей от интенсивности накачки — явление аналогичное динамиче­
скому эффекту Штарка. Что касается затухания волн, то в среде с пу­
зырьками основной вклад в затухание вносят пузырьки. Информация 
об этом вкладе содержится в системе (1), (2). Механизмы поглощения 
звука пузырьками проанализированы в монографии [3]; там же приве­
дены соответствующие частотные зависимости. Из равенства коэффициен­
тов усиления и затухания стоксовой волны определяется порог ВКР зву­
ка [2].

Обратимся теперь к уравнениям, описывающим ВКР света. Если оста­
ваться в рамках классической модели электроп-фоиоиной связи, модели 
Плачена [4], то ВКР света можно представить следующим образом. Га­
мильтониан молекулы в поле световой волны имеет вид [5]:

/ /= / /о - а 0£ 7 2 -  (да IdQ) QE2/2. (4)

Здесь //о — гамильтониан невозмущепшш молекулы, сс0 — электронная по­
ляризуемость в равновесном положении ядер, а — электронная поляризуе­
мость молекул, Q — ядерная координата. Последнее слагаемое справа в 
выражении (4) характеризует электрон-фононную связь и определяет 
ВКР света.

Уравнение колебаний молекул запишем в следующей форме:

Q+2TQ+Q2Q=(da/dQ)Ez/2M, (5)

где М  — приведенная масса. Возбуждение колебаний молекул происходит, 
когда в правой части уравнения (5) есть слагаемые, попадающие в ре­
зонанс с собственными колебаниями молекул. Такую компоненту обес­
печивает волна накачки, взаимодействующая со стоксовой компонентой 
поля.

Сравнивая уравнение (5) с уравнением движения пузырька (2), мож­
но заметить, что уравнение (2) нелинейно по осцилляторпой координате, 
в то время как в уравнении (5) осцилляторная (ядерная) координата 
входит линейно. Это различие уравнений (2) и (5) не является сущест­
венным, однако оно лишает акустическую задачу наглядности, характер­
ной для ВКР света.

В уравнение для поля входит нелинейность вида QE, обусловленная 
тем же членом в гамильтониане (4), что и нелинейная сила в уравнении
(5). Именно эта нелинейность обеспечивает рождение стоксовой волны 
при рассеянии накачки на колебаниях молекул. Таким образом, в оптике 
происходит как бы разделение нелинейностей между уравнением колеба­
ний молекул и уравнением для поля, но природа этих нелинейностей одна, 
они происходят от члена, описывающего электроп-фононную связь в га­
мильтониане системы (4). Дифференцирование этого члепа по Q обеспе­
чивает вынуждающую силу в уравнении (5); производная же по Е дает 
нужный член в уравнении для поля. В этом смысле есть полная аналогия 
между ВКР света и ВКР звука на пузырьках.



Если, не обращаясь к гамильтониану (4), использовать компоненты 
вектора поляризации, то можно увидеть, что ВКР света обусловлено ку­
бическим по полю членом в поляризации.

Аналогичное описание в акустике достигается введением эффективной 
сжимаемости. В этом случае удельный объем v можно представить как 
функционал давления, при этом комплексная амплитуда волны v выра­
зится через комплексные амплитуды давления всех взаимодействующих 
волн. В результате ВКР звука, как и ВКР света, определится как куби­
ческий эффект.

Обсудим некоторые особенности ВКР звука. Укороченное уравнение
(3) имеет решение вида

РС=А  ехр(рх), (6)
где коэффициент р, характеризующий рост амплитуды стоксовой волны, 
равен [1]

_  РоГСШсУ х |Л ,1 2
F  'Л И Г \ 9 Л  97 .  *2 0 /(о нг- Й 2)г((Оог- й 2)2*,

Здесь введено обозначение
Х = а —(J (ю в2—o )„ Q + f i2) . (8)

Первое слагаемое в (8) связано с уравнением состояния газа в пузырьке. 
Второе слагаемое, заключенное в круглые скобки, носит динамический

характер и обусловлено зависи­
мостью кинетической энергии при­
соединенной массы жидкости от 
радиуса пузырька.

То обстоятельство, что нели­
нейность уравнения (2) выража­
ется через осцилляторную коор­
динату, приводит к сложной зави­
симости коэффициента р от час­
тоты накачки. Проанализируем 
эту зависимость. Раскрывая вы­
ражения для коэффициентов, вхо­
дящих в (7) и (8), получим

График функции ^ ( ц ) ,  характеризую­
щей частотную зависимость коэффициен­

та усиления стоксовой волны

2л2 nv0Qco2I  
3 p0i>o2£25 ЧЧл),

(9)
где nvо — объемное содержание газа, Q — добротность пузырька, с0 — ско­
рость звука в жидкости, I  — интенсивность волны накачки, р0 — равновес­
ная плотность жидкости, и0 — равновесный объем пузырька, ц«о)н/£2 — 
безразмерная частота. Функция W (ц), определяющая частотную зависи­
мость коэффициента р, для пузырьков воздуха имеет вид

^(т1) =  (л2- ц - 6 ,2 ) 2/л2(л+1) (л2-1 )  ( л - 2 ) 2. (10)
График зависимости функции 'F (ц) представлен на фигуре. Видно, что 
для получения большого коэффициента усиления нужно работать вблизи 
резонанса.

Учитывая, что v02~ R 06 и заключаем, что р~Д 0_|. С этой точки
зрения выгоднее иметь дело с мелкими пузырьками. Однако нужно пом­
нить, что для пузырьков с радиусами менее 10"3 см нужно учитывать силы 
поверхностного натяжения [6].

ВКР звука рассматривалось выше в рамках гомогенной модели, когда 
эффект проявляется в чистом виде. Такая модель применима, если функ­
ция распределения пузырьков по радиусам имеет относительную ширину 
не более 1 /<?, где Q — добротность пузырька. Для рассматриваемых пу­
зырьков <?~0,1, так что относительная ширина должна быть <10% . На­
личие пузырьков различных радиусов должно приводить к неоднородному 
уширению линии.
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Таким образом, проведенный сравнительный анализ ВКР звука на пу­
зырьках газа, распределенных в жидкости, с ВКР света на колебаниях 
молекул выявляет сходство и различие этих двух явлений. Исследование 
ВКР в широком диапазоне частот позволяет получить простую формулу 
для коэффициента нарастания амплитуды стоксовой волны (9). Эта фор­
мула вместе с графиком, изображенным на фигуре, дает возможность опре­
делить условия экспериментальной реализации ВКР звука на пузырьках 
газа.

ЛИТЕРАТУРА

1. Б у н к и н  Ф. В В л а с о в  Д. В ., Заболот ская Е . А., К равц ов  Ю. А. Активная акусти­
ческая спектроскопия пузырьков.- Акуст. журн., 1983, т. 29, № 5, с. 169-172.

2. Заболот ская Е . А . Вынужденное комбинационное рассеяние звука па пузырьках
с учетом кубической нелинейности.— Акуст. журн., 1984, т. 30, № 3, с. 324—327.

3. К л ей  К ., М едеи н  Г . Акустическая океанография. М.: Мир, 1980.
4. Б л ом бер ген  Н. Нелинейная оптика. М.: Мир, 1966.
о. А хм анов С. А. Когерентная активная спектроскопия комбинационного рассеяния 

с помощью перестраиваемых генераторов, сравнение со спектроскопией спонтан­
ного рассеяния.- В кн.: Нелинейная спектроскопия/Под ред. Бломбергена Н. М.: 
Мир, 1979, с. 267-322.

6. Физические основы подводной акустики/Под ред. Мясищева В. И. М.: Сов. радио, 
1955.

Институт общей физики Поступила в редакцию
Академии наук СССР 24.1.1984

341


