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РАССЕЯНИЕ ПЛОСКОЙ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ НА ТЕЛЕ ВРАЩЕНИЯ

Нурмагомедов А .М .,  Федорюк М . В .

Получен главный член асимптотики амплитуды рассеяния плоской 
волны на вытянутом теле вращения с гладкой акустически жесткой гра­
ницей.

Рассматривается задача рассеяния плоской волны р0=А  exp (ikz) на 
тело вращения с гладкой акустически жесткой границей 5, заданной урав-

а
пением r = — F(2z/l), |s |< //2 . Тело расположено в пространстве, запол-

ценном однородной и изотропной жидкой или газообразной средой (фи­
гура). Рассеянное поле р(т) удовлетворяет уравнению Гельмгольца

краевому условию
(Д+/с2)/>=0,

др/дп\s = —др01дп\s

(1)

(2)
и условию излучения Зоммерфсльда р (г)= /(0 , ф)Д“ ‘ exp (ikR)+ 0  (R~2) , 
It-*-оо, где й , ф, 0 — сферические координаты. Предполагается, что &а=1, 
k t> i\  в частности, а/7<1, так что тело D является вытянутым. Геометри­
ческая акустика в этом случае неприме­
нима. Дифракция плоской волны на вы­
тянутых, по тонких телах вращения 
/са< 1, k l ^ i  рассмотрена в работах [1, 2].
В настоящей работе вычислены асимпто­
тика рассеянного поля всюду, кроме окре­
стностей торцов тела, и асимптотика амп­
литуды рассеяпия.

Введем вытянутые сфероидальные ко­
ординаты ц, ф, “ 1<г)<1, свя­
занные с цилиндрическими координата­
ми соотношениями х=  (d/2)r0 cos ф, у=
— (d/ 2) г о sin ф, г02= ( | 2-1 )  (1 г|”) , z=
= (dl2)%r\. Здесь d имеет тот же порядок, 
что и I. В работе [3] показано, что
уравнение любой вытянутой гладкой поверхности вращения S  с не нуле­
выми радиусами кривизны на кромках можно записать в виде

6~1+е*(ч, е), - 4 < г |<  1, (3)
где g —гладкая функция g(r\, 0 )> 0  и г~(а/1)2!2 малый параметр. Если 
S — вытянутый сфероид с полуосями а!2, II2, то d =  (Z2—л2) 7,~Z и уравне­
ние имеет вид £=£0— [1— (л /02]“' \  так что g не зависит от ципри е=  
=  (а//)2/2 имеем g{r\, 0 )= 1 . Приближенное решение задачи будем искать 
в виде волнового потенциала, сосредоточенного на отрезке, заданном 
условиями г=0, |z |<d/2,

d/ г

р = n ( v ) =  |  Д”1 cxp[ikR+ikt]v(2t/d)dty
-d/2

где Д2=(£—z)2+ r ,  v — неизвестная функция. Потенциал n(v) удовлетво­
ряет уравнению (1) и условию излучения, так что остается за счет выбора 
функции v удовлетворить краевому условию (2). Такой же метод при-
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менялся в работах [1, 2]. В рассматриваемом случае подынтегральное 
выражение, помимо медленно меняющейся вдоль тела функции v(2 t/d), 
содержит осциллирующую функцию ехр(Ш ), вещественная и мнимая 
части которой имеют много нулей на отрезке |£ |^d/2. Это существенно 
усложняет задачу. Имеем d p /d n \8 sat2(%2— l ) ' itB L p J ~ ‘,ij d i rf, 5=[1-Ь
+е2(1—T)2)gn'2(£2—1) J“ /j= l+ 0 ( e ) ,  где L  — дифференциальный оператор 
Ь=д/дЪ—г(1—7\г) (£2—l ) - lgn'd/dr\. Положим fl(v )= II(v )exp(-//cz), тогда 
краевое условие примет вид

1

* Л ,П £ (£ л )+ Ь (П )--* М £ (б 1 |), n (v ) =  j  exp(iktS )Rr 'v{ t)d t ,
-1

(4)
K = kd /2, fit2= ( * - ^ ) 2+ r02, S = R t + t - l  т).

Несмотря на то что подынтегральная функция содержит быстро осцилли­
рующую функцию exp(IkiS), метод стационарной фазы неприменим к 
интегралу ft(v), так как фазовая функция S  не имеет стационарных точек.

Исследование интеграла П (v) вынесено в приложение, где доказаны 
оценки

| П | в | « М | 1 * е | .  (5 )

|L (n )+ v (1i ) / a - l ) |< C e - '/»|lne|llv|l.-
Здесь С — постоянная, не зависящая от е, ки ц и

||v ||i=m ax |v (г)) | +  max |v ' (ц) |
И1<1 ИК&

(норма функции v в пространстве С”1 (—1, 1)). Поэтому левая часть крае­
вого условия (4) приближенно равна —v(rj)/(£—1) и для v получаем при­
ближенное выражение

■ V ( л )  = ■ -  { А Н 2 )  А , в  £ - [  ( 1 ~ л 2)  fif ( Л .  0 )  ]  •
О Т ]

Используя выписанное выражение для р, имеем
д(р+р0)1дп\в=О(&\\п е |У-,/г) ,

так что краевое условие (2) выполняется с малой абсолютной ошибкой 
0 (e v,|ln е |) . Вдали от торцов ошибка еще меньше: д(р+р0)/дп\8= 
= 0 (е |1 п е |) . Относительная ошибка имеет порядок

‘ дп

Преобразуем выражение для v(t)). Выберем на поверхности S  точку 
^ (л )  =  (£(л> е)т), ф0) и проведем через эту точку плоскость, ортогональ­
ную к оси Oz. Тогда площадь 6’(ц, е) сечения тела D этой плоскостью 
равна

S{Л, в) — J жГе (1-л2) [g(Л, 0) + 0 (е) ], (6 )

9 (Р+Ро)
дп

так что v(r() = — (ikA/(2nd)) [Sn' (г), е )+ 0 (е 2)]. Для рассеянного поля по­
лучаем следующую приближенную формулу:

Р ( г ) = -
ikA
2nd

j / ? r , e x p [ - ^ - ( i? 1+ o ] d 5 ,(«,e),
-1

где R 1 определено в формуле (4). Главный член /0(0) асимптотики ампли­
туды рассеяния равен

1

/о (9 )= — *kd̂ l A  J ехр[ i ̂ - (1-cos 0) ] [ ( l - * 2)g (M ))'] dt. (8)
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Формула (7) дает приближенное выражение для рассеянного тюля всюду 
вне тела, причем максимальная ошибка имеет место вблизи торцов. При­
ближение (7) имеет простой физический смысл: рассеянное поле создается 
точечными монопольными источниками, расположенными на оси враще­
ния тела. Амплитуды источников пропорциональны производной dS/dt от 
площади поперечного сечепия. Аналогичные результаты известны в зада­
чах гидромеханики — обтекание тонких тел вращения потоком идеальной 
невязкой несжимаемой жидкости [4, 5].

Проанализируем приближение /0 (0) для амплитуды рассеяния. При 
0=5̂ 0 имеем fo(Q)= 0(a/l)2), где а — максимальный диаметр поперечных 
сечений тела, / — его длина и /о(0) =0. В силу оптической теоремы [4] 
имеем о=4я//с Im /(0 ), где о —полный поперечник рассеяния, и из фор­
мулы (8) получаем о=0. Этот результат — полный аналог известного па­
радокса Даламбера в гидромеханике, а правильное заключение таково: 
о=0((а/1)2). Если S  — вытянутый сфероид с полуосями а/2, а/2, //2, 
a/l< 1, то иитеграл (8) вычисляется

/о(0) =
Ad , ,,чо/ s m a \

(а/1)2 I cos а ----------) ,
'  а  '

(9)
2(1—cos 0)

a=(kl/2)  (1—cos 0).
При выводе формулы (9) использованы соотношения e~ a2/(2Z2), d~l.

Величина |/о(0)| обращается в нуль при таких значениях 0, при кото­
рых tga=cc. Величина |/о(0) | имеет также максимумы или ненулевые 
минимумы при таких значениях 0, при которых tg a = 2 a /(2 —сг). Наи­
меньший положительный корень этого уравнения лежит п интервале 
(л/2, я ) , так что 0> (2п/ (kl) ) v\

Изложенная методика применима также в случае, когда тело распо­
ложено в полупространстве z > —B , Ь>1/2 с акустически мягкой грани­
цей и плоская волна падает вдоль оси вращения Oz тела. В этом случае 
р0=А[ехр (ikz) — exp (—ik(z+2b)) ]. Приближенное решение будем искать 
в виде

р(  r ) = n +(v ,)+ n_(v2)т

n + (v )=  J  [й "1 exp(ikR)—R~l exp(ikJi) ] -exp(±ikt)v(2t/l)dt, (10)
-1/2

Я *-(И - * + 2  ъу+г.
Потенциалы n ±(v) удовлетворяют уравнению Гельмгольца и равны нулю 
при z = —b. Краевое условие на S  будет выполнено, если удовлетворяются 
соотношения

ддП+ д• ш /ш /у v Т\ ( X //• ̂  1 дП-
дп 1

——/1 —  exp \ ikz ) 
1 s дп s ’ дп S

А —  exp [—ik (z+26) ] | s- 
дп

Их можно представить в виде ±i/clftT+ L (n 4: ) = ::Fife1/IL (|r])^ ii2, \|>! =  1, ^ 2=
=ехр (2ikb), ’’

1

Н- =  J  [exp(iki (Ri+ t - i )r \ ) ) R r l-o xp ( ik l (R l+ t - l r \ ) ) n r i]X
- i

П+= / ,+- / 2+,X v t ( t ) d t = I r - 1 Г,
где П+ отличается от fL  тем, что выражение t—£т| под знаком экспонен­
ты заменяется на —H-gr]*f46/d. Для иптеграла / г  справедлива оценка (5) 
и аналогично доказываются оценки |/ ,+'|s j< C |ln  е |j|v2||i,

| ( L ( / '+)- “T ^ f exP (2^ ) ) |  | ^ / н |1 п е | |Ы |, .1 -1
Для остальных интегралов справедливы оценки

|/2*|*£СЫ|„ Ц (/г±) |<Cfti||vj!i: (И)
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на S. Поэтому для плотностей v получаем приближенные выражения 

Vi,2(4 ) = + ^ * i H e ^ [ ( l - i f ) g ( T i , 0)]%, т|>,=1 , г|з2=ехр (2гЛ:Ь) / 12‘>

Формулы (10), (12) дают приближенные значения рассеянного поля, при- 
годные всюду, кроме торцов тела. Главный член /о(0) асимптотики ампли­
туды рассеяния равен

1

/о(0) = — (iM/:n;)exp[i&&(l+cos 0) ] J sin[A,(*+2&/d)cos 0]X
-1

X sin[M *-2& /d)]d£(*,0), (13)

где функция S  дается формулой (6). Присутствие границы приводит к 
тому, что

1

/„ (0) = -  ( й А /2)exp{2ikb) J  sin[к, {t-2b/d) ]dS(t, 0),
- i

так что /оО^О. Если S — вытянутый сфероид с полуосями а/2, а/2, Ц2, то 
интеграл (13) вычисляется так:

. /ЛЧ . . 7/ m f r s in T /  sin а  \  sin 6 /  Л sinS \ 1
f o ( d ) = - iA d ( a / i y \ - ------- -•( cos а ----------■) +  - -------cosp--------- ----- ) ,

1 1 -co s  0 '  а ' 1 -cos 0 х § ' J

a = f t,( l+ c o s 0), fi=*i(cos0—1 ), 4=  (2 b/d)$, 6=(26/d)a.

Приложение
Пусть v(t|) — гладкая функция. Представим интеграл fl(v) в виде

1 1

n (v )= v (rj)  ] М dt+ jM [v (f) -v (r |) ]d t= v (r ] ) /1+ /2, M=exp(iklS ) R r \
(П.1)

к,, S t, Ri указаны в формуле (4). Подстановка k tS (t) ==и приводит инте­
грал / ,  к виду

М«+Ш1-л>

I i =  J  exp (iu) u~~l da.

Все последующие оценки приведены в предположении, что |  имеет вид (3) 
и что кi= 0  (e~Vl) . Все постоянные, которые входят в оценки и не зависят 
ет rj, е, к,, обозначены одной и той же буквой С. Имеем

|/ , |< С |1 п е |, d l j d \ +
1-1

<Ски |а / , / а л |< с '( 1 - л ) - ,)

поэтому
|L (/,v) +v (rj) /(£-1) I tskCki|1п к, I ||v||,. 

Оценим L (12) . Получим
(П.2)

<9/2/ 3 g = - t] J “ - [v ( t) -v (r i)  ] d i+ |( l - r ) 2) j  («*,/?—I)ilf f lr2[v (0 -v (r i)  ]dt.
dt

гг - Ш.З)Первый из этих интегралов равен

exp[ifc ,(|-T i)]V^  —<1“-  exp[ifc,(l+rj) ]—■ ^  V~ —1 Mv' (*)dt-
1 - 4  1+4

(П.4)
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Так как

1 R-' dt — I n 1 1 v (О v (г|) И |г —г)| Ilvll
-I 1+1

то модуль величины (П.4) не превосходит величины C|lne|||v||i. Исполь­
зуя оценку \t—r]|^CT(/?1-fe), получаем, что модуль второго из интегралов 
в правой части формулы (П.З) не превосходит величины

1

C ( l - V )  ilvll, j  ( / г , Л г 1+ Д г 2+ б Д г 3) ^ 5 С / с , |ln e |||v ||„
-I

так что IWz/dll^C/CijlnelllvIli. Аналогично доказывается оценка 
| (1—r]2)5/2/5Ti|<C,/c1||v |ii|lne|. Из полученных оценок следуют оцен­
ки (5). Докажем оценки (И ). Имеем

h = — J e x p [ i / c t — g r | )  ) f i r ! V i ( 0 * ,
-i

i

| / ,N |v . | |«  i  « + |T i + 4 6 / d ) - 1d « ^ C ||v , | |„

1

|a/2/d|s|<||v,||, J ||^[г!(<+|г,+4Ш )П(1-Лг) -
-I

- ц Я, ] Л г 2+ 1 - i i  ( t+lti + 4b/d) +1 (1 -r ,2) ] й г 31 dt^Ck, ■ ||v, ||
ka •
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