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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В УПРУГОМ НЕОДНОРОДНОМ ПО 
ТОЛ [ЦИНЕ СЛОЕ, ОГРАНИЧЕННОМ ЖИДКОСТЯМИ

Селеаов Н . Т . ,  С орокина  В .  В . ,  Яковлев  В .  В.

Исследовано распространение гармонических волн вдоль неоднород
ного упругого слоя, ограниченного с двух сторон сжимаемыми невязки- 
ми жидкостями различной плотности. Построены решения на основе 
метода степенных рядов и выведено дисперсионное уравнение. Проанали
зировано влияние параметров сред на распространение волн.

При решении практически важных задач часто приходится иметь дело 
с распространением волн в неоднородных средах, т. е. в средах, свойства 
которых изменяются в пространстве. Подобного рода задачи описываются 
уравнениями в частных производных с переменными коэффициентами, 
что обусловливает трудности и специфику методов их решения. В [1] 
рассматриваются задачи теории упругости для неоднородных тел. Задача 
о распространении воли, исходящих из точки в изотропной неоднородной 
сфере, была рассмотрена в [2]. В [3] исследован частный случай распро
странения волн типа Лява в неоднородном слое, расположенном между 
двумя упругими полупространствами.

В настоящей работе решена задача о распространении гармонических 
волн вдоль неоднородного упругого слоя, ограниченного с двух сторон 
жидкостями различной плотности. Слой ориентирован в прямоугольной 
декартовой системе координат х {, х2, х3 со срединной поверхностью в не- 
возмущенном состоянии х3=0. Предполагается, что в пределах слоя упру
гая постоянная Ламе А изменяется по толщинной координате х3 по закону 
A=pi (a— bx32)2—2G, а = const, fc=const, а модуль сдвига G и плотность р, 
постоянны. Жидкость рассматривается сжимаемая, невязкая. Движение 
неоднородной упругой среды описывается уравнением относительно век
тора перемещения и [4]

V [ (A+2G) V -и] —VX[GVXu]+2[ (VG- V)u—
— (VG) (V -и) +  ( VG)X(VXu)] =pid2u/dt2. (1)

В общем случае вопрос о разделимости векторного уравнения (1) для 
неоднородной среды не решен. В случае А=А(х), G=const, p,=const урав
нение (1) распадается па два независимых волновых уравнения для ска
лярного ср и векторного а потенциалов. Для плоской задачи (искомые 
функции и А не зависят от х2) имеем в области —00< х 1< 00, — °°<Х2<°°У 
—h<x3̂ h

А+2 G 
Pi
G
Р»

п=Уф+УХа, V-a=0, а=е2х.
В дальнейшем рассмотрим зависимость функции (A+2G)/p, от х3 вида 
[ (A-f-2G)/p,P=a—bx3\  тогда уравнение (2) записывается в виде

(а—Ьх32)2У“ф— -^ -  =  0. (4)
оъ

Движение каждой из внешних сред описывается уравнениями относитель
но потенциала скорости i|) в областях x3>h  и x3< — h, которые будем ха



рактеризовать индексами / = 0,2 соответственно:
, 1 АЧь д\Ь,

' V,“ ~ v ’fe’ f t - p ' « ■  (5)
Скорости с0 и с2, входящие в выражения (5), определяются через модули 
упругости жидких сред К0 и Къ и плотности р0 и р2. На поверхностях раз
дела сред при x 3= ± h  выполняются условия сопряжения

а ,з= 0 , Озз= Ри \j=dnldly (0 )

где о13 и 0зз — компоненты тензора напряжении, р, — возмущенное дав
ление, \j — вектор возмущенной скорости. Подстановка в формулы (0) 
соотношений Гука приводит к следующим условиям при x3=±h:

+  2
'  d x 2

а 2Ф д2к дгк
<< |<23 

ОII + ^ \  +
dxi дх3 dx? дх,г '  дх,г дх ,2 >

д2к \ д \  1 д . +  д *> о
dxt d x j Pi dt ' dt дх3 dt dxt dx3

(7)
Кроме того, функции г|)0 и ф2 в областях x3>h  и x3< — h должны удовлет
ворять условиям излучения и ограниченности на бесконечности.

Решение проводится в безразмерных величинах с характерными па
раметрами: длина 2/г, плотность р1? скорость волн сдвига cs=VG/p,. Иско
мые функции в классе бегущих волн представляются в виде

f (x  1, x3l t)= F(x3) exp [i(kxt- u t )  ]. (8)
Волновое число k и круговая частота со рассматриваются действительны
ми и в дальнейшем выражаются формулами /с=2л/7, со= 2пс/1. Уравнение
(4) с учетом (8) приводится к виду

—  -Ф [/с2-о )2/ ( а - а д 2]=0, (9)
dx з2

решение которого будем искать в виде степенного ряда
со

Ф =  £ а „ 1 3". (10)
п = 0

Подставляя ряд (10) в уравнение (9) и приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях х3. получаем бесконечную систему рекуррентных 
алгебраических уравнений

*3° а2• 2 -1 •а> - (к2 а2 - •>2) У-о=  0

Za1 а2• 3-2 •«з —■ (кга2 -  ••)2) 0!i =  0,

Z32 а2• 4-3- а 4 — 2 аЪ ■ 2 • 1 • — (к2а2 —'о2) а 2 +  2k2abcc0 =  0
*з3 а2•5-4- 2аЬ-3-2- *3 — (/Аг2 - о2) -7-3 -}- 2 k2abai =  0

X? а2 (п + 2 )(п +  1 ) “«+2 — [2аЬ/г (/г — | ) +  (Zf*a2 _  о>2)] оп +
4 -  [ft2 (п  —• 2 ) (п  —  3 )  -|- 2/c2o ftj а „-2 —  к 2Ь2а п- л =  0 .

Отсюда получаем рекуррентные формулы, связывающие четные и нечет
ные коэффициенты:

а 2п =  — гг—7---- 77*{[2аЪ{2п-2) (2гс-3) +кгаг—со2]а2„-2—
а 2п(2п—1)

- [  62 (2гс—4) (2гг—5) + 2/c2aft ]a 2n- 4+/c2ft2a 2n-e},

a 2n+i =  1 (2лг—2 ) +  к2а2—ы2]a 2n_i—
o2(2n+i)2n
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-  [ Ъг (2/г-З) (2«-4) +2ft2a6]%„_э+/сгЬга 2п-5}.

Все четные коэффициенты а 2, а ,„. . . ,  а 2п можно последовательно выра
зить через ссо, а нечетные коэффициенты сс3, . - ., а 3, . . . ,  а 2„+, — через а, и 
представить решение уравнения (9) в виде

Ф (хз)  = a 0/ i + a i / 2, (Н )где
СО

/ i = l + ^ j a 2„a:32", / 2= x 3+ X iХ'з+ Z j  Ĝ n+î Sn = i n = l

Построенное таким образом решение (11) сходится внутри круга, 
достигающего ближайшей особой точки уравнения (9) [6J. Следова
тельно, ряд (И ) сходится при всех х3 в области —0,5<я3<0,5, если удов
летворяется условие х3̂ У  |а |/6 |, откуда следует а>ЫА.

Решение уравнения (3) и решения во внешних областях Хц>(ь и x3< —h 
с учетом условий Зоммерфельда имеют вид

K (x3)= D iexр (&|£з) +DZexp (—Л,Яз), 4/j (a:3)= 6 'j exp (Я*|яз|),
Я , = / г - с о 2, Kj=kz— (o2/cj2 ( й е Я р > 0 ,  ; = 0 , 2 ) .  (1 2 )

Подставляя решения (И ) и (12) в условия сопряжения (7) с учетом (8), 
получаем дисперсионное уравнение вида

(рг/p i— po/pi) (c lc .y i  (a 3— fl4)  (A Jti+ВЛг) + Л A ( p * / p i - p j p t )  (c /ce) 4J4- 

+  (a3—a,t)2RiR 2 —[ (a3-P a4)/^ i+  (p z /p i+ p o /p i) ( c /c ,)45 2] X
l  (a3+ a 4) ^ 24- (p 2/p i+ p 0/p i)  (c /c4) \ 4 2j  = U . (13)

Здесь
л 2л

агВг c th ---------a2
ii (2h) ’ i/ (Zft) ' csN4 1

x

/1, — ^ j a 2n+i ( — )
n—o

4 > 2л

2n+l
CO

■42 = X j  “ гп+i (2re+l) ( -J-) ,
n = U

oo

4 3 =  ^ j a 2n+i(2re+l) (2n) ( - i )  , B, =  X j a 2„( i - )
2 П

n = 0 71 — 0

B: £ ,a „ .2 n  ( - i p ,  fi3= £  *гп2 п ( 2 п - \ ) ( У ) гП~* ,
71 =  0 n =  0

0&2n + i { {  2a*b* (2гг-1) (2тг-2) +  ( — £ — )* X

X

a“ ( 2 n + i ) 2 n

(4 )’]}
l / ( 2 h )  

2n

X a’b‘ ]  a 2n_3+  ( - — )  **«*-»} ,

X

(14)
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X- a-2 „(2 „-D { { (2 »-2 ) (2 —ад + (i77̂ )г/(2 Л)
2л ' 2

Х  [ а ‘ “  ( “  )  ] } “ * - * - [  &“ ( 2 и - 4 )  ( 2га~ 5 ) +  (  T T ^ I V  )  2а ‘ 6 ' ]  а *» -‘ +г/(2 ft)
+( 2 л

) 2 ft”’a 2n-«},//(2ft)
« . - [  I "  ( С / С , )  2 (С,/Се) 2 ]  7% <h=[ 1 -  (с/с.) 2 ]

а5= [  1 -  (с/с.)2 (с./с2)2 ] % а4= [ 1 -  (с/с.)2 (с./с0)2 ] \

Ce-[(X+2G)/Pl]4
Если 6,-*"0 и <г'-*-се/с., т. е. упругий слой становится однородным, то 

имеем уравнение [ 7 ]
(рг/pi-po/pi) (c/c.)4a,[ (a3- a 4) (Д ^Д О  +  ^ /р .-ро /рО  (c/ce)4a!]+

+  (а3— a4) 27? ifl2— [  (a3+a4) i? i+ ( p 2/p i+ p o /p i)  (c /c ,)4a t ] X
Х [  (л 3+ а 4)Д 2+ ( р 2/р 1+ р о /р 1) (с /с .)4а , ] = 0 .  (15)

Здесь

Rt= —4а,Ог cth
л

Д2= —4а,а2 th

Z/(2A)

л

г/(2Л)

cth
л

С.

с

l/{2h)
а.

(16)
th

л
Z/(2A) Ль

Как и в случае упругого слоя без жидкости [8], дисперсионные урав
нения (13) и (15) имеют бесконечное число корней. Легко видеть, что 
при p0/pi->'p2/pi и c jc a-+-c2lc3 уравнение (13) распадается на два уравне
ния, соответствующих симметричным колебаниям относительно плоскости 
х3=0

оДг+ B M p i )  (с /с .У-0  (17)
и антисимметричным колебаниям

а3Д2+Л 2(р2/р,) (с/ся)4=0. (18)
Здесь Д,, Д2, Д2, A z определяются из формул (14).

Если в уравнениях (17), (18) и а-+се/с31 а в уравнении (15)
Ро/р 1 р2/Pi и  с0/с3->с2/с., то приходим к уравнениям для симметричных
колебаний относительно плоскости х 3=0  [9] a3fli+ (p2/pi) (c/c.)4a ,= 0  и 
антисимметричных в случае однородного упругого слоя а3Д2+ (р2/р,)Х
X(c/c.)4a ,= 0. Здесь Д, и Д2 определяются из формул (16).

В случае l/(2h)-*-Q уравнение (15) переходит в следующее:
(p2/pi—Po/pi) (с/с.)4а4[ (a3—a4) 2Д+ (р2/pt—р0/pi) (c/c.)4a,] +

+  (a3—а4)2Д2—[ (a3+ a4)fi+ (p 2/pi+Po/pi) (c/c.)4a ,]2= 0, (19)
где Д= —4a,a2+  [ 2— (c/c.)2 ]2. При po/pi-^pa/pi и c0/c.-»-c2/c3 уравнение (19) 
преобразуется к виду

a3R+ (pz/pi) (c/c.) 4a,=0. (20)
Уравнение (20) имеет два действительных положительных корня. Один 
из них соответствует рэлеевской ветви, смещенной за счет влияния жид
кости, второй расположен ниже величины скорости звука в жидкости.

В случае р0/рi-*0 и l/(2h) -+0 уравнение (19) распадается на уравне
ние поверхностных волн Рэлея

-4 a ,a 2+ [  2 — (  — ) ] = 0 , (21)

что соответствует наличию вакуума на поверхности xs=h, и уравнение
(20), которое характеризует наличие жидкости на поверхности x3= —h. 

В случае отсутствия жидкости (po/pi^O, p2/pi-*-0) и / / (2/г) —*-0 имеем
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уравнение поверхностпых волн Рэлея (21), которое приводится к бику
бическому, имеющему один действительный положительный корень [10J.

При больших длинах волн //(2Л)»1 имеем предельное значение фа
зовой скорости

с . Г 1 - (р о /р а )2

** 1~р0/р2^о/^2 РО *
Можно показать, что при po/pi-*-p2/pi и l /(2h)-*-<*> с=О, что соответствует 
изгибным колебаниям пластины.

Дисперсионные уравнения (13) и (15) анализировались численно в 
интервале длин волн (XZ/(2fe)^10 при различных значениях параметров

Фиг. 1. Случай однородного упругого слоя (а -  Е / К 2= 7.5; 6  — Е / К г =
=3,75)

№ = 1 ,8 7 ;  3,75; 7,5; p2/Pl=0,55; 1,09; 2,18; № = 8 3 ,3 3 ;  Pi/Pl= 1,448Ю "3; 
v=0,34; а*=1,22; 3,32.

Уравнения (13) и (15) решались на ЭВМ БЭСМ-6 комбинированным 
методом хорд и касательных. Этот процесс весьма трудоемкий в связи с 
тем, что в такого рода задачах имеются области сгущения корпой, осо
бенно для высших ветвей дисперсионных уравнении.

Результаты расчетов приведены в виде графиков. Графики, приведен
ные на фиг. 1, соответствуют решению уравпения (15) для случая одно
родного упругого слоя. Корни, расположенные ниже релеевских в случае 
однородного упругого слоя, существуют только при наличии жидкости и 
до определенных длин волн (фиг. 1 ,а). Ранее аналогичный результат был 
установлен и в случае одинаковых жидкостей, ограничивающих упругий 
слой [9]. При дальнейшем увеличении Ц(2h) эти волны затухают (комп
лексные корни), образуются так называемые зоны запирания, когда сиг
нал дальше не распространяется. На фиг. 1, 6 изображены ветви более вы
сокого порядка, которые быстро возрастают с увеличением l/(2h) и для 
которых влияние неоднородности незначительно.

На фиг. 2 показано влияние неоднородности на распространение волн 
{1 — решение уравнения (13), 2 — решение уравнения (15)). Как видно 
из графика, наличие неоднородности приводит к уменьшению фазовой 
скорости. Особенно сильно это влияние проявляется-для двух низших вет
вей. Низшие ветви с увеличением длины волны // (2/г) стремятся к нулю, 
а следующие ветви стремятся к предельному значению. Каждая из ветвей, 
начиная с низшей, соответствует определенной моде колебаний (форме 
колебаний но толщине). Например, две низшие моды описывают изгибные 
и продольные колебания пластины.

Из приведенных графиков легко установить влияние жидкости на рас
пространение волн. С увеличением плотности жидкости фазовые скорости 
убывают и это больше всего проявляется для двух низших ветвей. Изме
нение параметра Е/К2 мало влияет на фазовую скорость. Вообще, увели-
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Фиг. 2. Две низшие моды упругих колебаний и соответствующие волны Стоунли
(£/#2=3,75; 7 -  неоднородный слон; 2  -  однородный

Фиг. 3. Групповые скорости двух низших мод (/̂ ’/#2=3,75)

тонне параметра Е/К2 приводит к меньшим значениям фазовых скоростей.
На фиг. 3 изображены графики групповых скоростей, соответствующие 

двум низшим модам. Однородному слою соответствуют линии 1, неодно
родному - 2 .  Наличие неоднородности, как видно из графиков, приводит 
к смещению экстремумов; наличие жидкости приводит к уменьшению 
групповых скоростей, особенно значительному для низшей моды (фиг. 3 ,а).
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