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Периодические структуры широко применяются в акустике и оптике [1]. В част- 
постп, известно [2], что вдоль периодически неровной поверхности твердого тела 
могут распространяться сдвиговые поверхностные акустические волны (ПАВ). Воз­
буждение ПАВ часто осуществляется акустическим способом [3, 4]. Качественные 
заключения о процессе формирования поверхностной и объемной воли при их воз­
буждении или после рассеяния могут быть сделаны путем рассмотрения свойств 
функции Грина f5, 6]. В данной работе построена функция Грина линейного акусти­
ческого источника, расположенного на периодически неровной поверхности изотроп­
ного твердого тела и изучены ее асимптотики. Форма поверхности задана соотноше­
нием y(x )= h  sin рх. Пьезоэффект не учитывается, но результаты работы применимы

и к пьезоэлектрикам в случае длины волны, большей удвоенного периода неровно­
стей, если коэффициент электромеханической связи мал в сравнении с отношением 
высоты неровностей h к  их периоду 2п/р.

Будем считать, что линейный акустический источник генерирует сдвиговую вол­
ну, описываемую уравнением (Д+А2)и=0 (двумерная задача). На поверхности твер­
дого тела выполняется граничное условие [7]

ди да
—  =  р к —  cos px + 2 m b (x -x0). (1)
ду дх

Принято, что ph<£ 1, поэтому достаточно потребовать выполнения условия (1) на 
плоскости у= 0 и рассматривать волны только в области у > 0. Зависимость от вре­
мени выбрана в виде ехр(—£а>̂ ); величина k—kiii+ikz), &i>0, А'2>0, кг-*-0. Преоб­
разование Фурье позволяет получить функциональное уравнение для фурье-обра- 
за uq:

foM7= e x p ( - i ^ 0)+e{(9-/>)Mg-p+(7+p)ffg+p), (2)
где *Ут=[Л2— (я—mp)2],/a; w=0, ±1, . . . ,  г=рк/2.  Приближенное решение этого урав­
нения (ия= йя exp iqxo) можно записать в форме

■М- 1  + е{(.Я- p ) ь  exp(ipx0) + (? +р)f - i  exp{ - ipx0)}
Uq —  ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ----------------- .  ( О )

W  *4- !■- ег3 {(Я~ P) ь + (3+P) 7 -1}
Интегральное представление функции Грипа имеет вид

»(*,»)■=! dg B,exp[ig(a:-ao)+ (4)
С

Входящий в выражение (4) корень у о определен условием Re > > 0  при к i2—<?2>0, 
Im fo>0 при ki*—qz< 0. Формула (3) получена итерацией уравнения (2). Тем самым 
определено и правило извлечения остальных корней в формуле (3): при кг=0 
значение Re 'fm> 0, если положительно подкорсппое выражепнс, и Im 'уп»>0, если 
подкоренное выражение отрицательно. Взаиморасположение точек ветвлепия и кон­
тура интегрирования С на плоскости комплексного переменного q изображено на 
фигуре. Для определенности считается 2ki<p. Волнистые линии — разрезы комплекс­
ной плоскости q. Положение полюсов функции (3) относительно контура С зависит 
от соотношения между р и к. Поскольку е<1, полюсы расположены вблизи точек 
ветвления.

Риманова поверхность функции (3) содержит шесть листов п при р<2кi по­
люсы расположены на «нефизичоских» листах. Поясним сказанное. Будем искать 
асимптотики и при (ж—*0) 2+у2],/а»1 . Для этого прежде всего делается пре­
образование перемепной q=k  sin Асимптотики ищутся методом перевала, поэто­
му исходный контур интегрирования в плоскости |  деформируем в перевальный так, 
чтобы не пересекались точки ветвления. Уравнение перевальпого контура есть
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c o s ( |'-a )c h  6 "  =  1, где 6 = | '+ i£ " ,  I*—̂ o| — Л sin a, y= R  cos а, 0 < а < я /2 . При дефор­
мации может возникнуть необходимость доопределить контур в окрестности точек 
ветвления. Проведем на плоскости £ °т точек ветвления разрезы вдоль кривых 
cos (6 '— a)ch  |" = c o s  (£ /— a)ch 6 /', где 6# —точка ветвления. Если при непрерыв­
ной деформации исходного контура в перевальный возникает формальная необходи­
мость пересечь точку ветвления, то в окрестпости этой точки деформируемый контур 
проводится вдоль разреза. Выбранные разрезы обеспечивают наискорейшую сходи­
мость интегралов вдоль них. Если в процессе описанной деформации контур пересе­
кает полюс функции uq, то при интегрировании появляется вычет. Вычеты соответ­
ствуют поверхностной волне, возбуждаемой источником. Полюс и,, считается распо­
ложенным на «нефизическом» листе римановой поверхности, если ни при каком a  
вычет не возникает.

Анализ функции (3) показывает, что при р<2к% все полюсы (3) расположены 
на «пефизическпх» листах п это приводит к важному выводу: в используемом при­
ближении (3) поверхностпая волна вдоль периодически искривленной поверхности 
существует лишь при 2к\<р. В окрестпости брэгговского резонанса, когда р—2к\< 
<ръг/ 2, ПАВ лишь условно может считаться поверхностной. Ее амплитуда экспо­
ненциально убывает с ростом х —х0\ — расстояния вдоль поверхности от источника 
до точки наблюдения. Подчеркнем, что выражение (3) получено итерацией уравне­
ния (2) с точностью до членов, пропорциональных е2; в то же время при 2ki—p ^ p c 2 
полюсы функции (3) расположены на расстоянии <*>е4 0т точек ветвления в плоско­
сти g. Уточнение итерационной процедуры и приближенного граничпого условия 
(1) может привести к перемещению полюсов uq на «физический* лист. Вопрос о су­
ществовании поверхностной волны при 2к\—р ^ р е 2 в данной работе пе обсуждается. 
Сказанное определяет область применимости рассматриваемого здесь приближения: 
решение (3) пригодно лишь при 2к1—р 7$ре2. Заметим, что линейный источник не 
возбуждает и плоскую сдвиговую волну, распространяющуюся вдоль поверхности 
или от нее. Это следует уже из общих соображений и не зависит от точности при­
ближения. Плоская волна имеет бесконечную энергию, поэтому полюсы, расположен­
ные вблизи q=p—k и q= —p+k и формально соответствующие плоским волнам при 
2ki>p, лежат на «нефизических» листах. Точки ветвления q=±(p+k)  и расположен­
ные вблизи них полюсы находятся далеко от начала координат в плоскости q или £. 
Вклад окрестностей этих точек в интеграл (4) ниже пе учитывается.

Характер поля, создаваемого источником, существенно различен для разных а. 
Если я /2 — (&i/?)-'A при 2ki<p  или если я /2 — (A,/?)-,/j+2Vl —р/2к{ при 
0 < l-/? /2 /c i^e2, то Uq^oT1 и поле объемной волны (интеграл но перевальному кон­
туру) описывается формулой

u06-12n/kR  exp[i(&R—я/4) ]. (5)
Используемые для угла наблюдения а  неравенства озпачают, что в окрестности точ­
ки перевала £ = а  радпуса Д%~(kR)-',i отсутствуют особые точки функции uq. При 
указанных а  интегралы вдоль разрезов убывают с расстоянием R быстрее, чем 
е~2(А:/?)” 3, если e k R ^  1, и пх не учитываем.

В промежуточном интервале углов а, больших указанных, по меньших я/2, т. е. 
в прнпоперхностнон области, асимптотика поля объемной волны описывается гро­
моздкими формулами. Рассмотрим поэтому только предельный случай а = я /2 , т. е. 
поле на поверхности твердого тела. После деформации контура, обеспечивающей 
иаискорсйшую сходимость интеграла (3) и замены переменной интегрирования, 
интеграл, описывающий поле объемной волны на поверхности, приобретает впд

±1-Нзо

±1

i f  !*-*.!+ Ш
t2 — 1 +  Т2 й { l/2  — р/к j/Ч  ±  t +  е (е ipx — eipx-)}.

(6)

Верхние знаки в формуле (6) берутся, если 2&,>/>; при этом (2kt — р)'ь>0; нижние 
знаки берутся, если 2kt<p  и тогда (2A*i—p)'I*=i\2kl—р\',г. В формуле (6) введены 
обозначения: г=клг2\р—2 к \ - \  .<?=* [к—р/2 \ \ х - х 0\.

Обсудим асимптотики (6). Пусть s » l .  Тогда
±1-Иоо

“об — ^ Л
±1

У 1=F 1 i ~  I *-*. I +isf
*» - 1  +  т* е

Я± i ~ +  tfrlx-xol Ае 4 х

где u±=i’\ls [±£+Ут2—l ] 1̂, M7±= i /s [ ± i—Ут2—1],/а, А =  12-р/к+г/12(е-*Рх- е {*>х<>). В част­
ности, при т<£1
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где s/2e^‘n,k. Таким образом, пне окрестности брэггопского резонанса
(2ki=p)u06~ (k \x—х0\)-',х при \zT \& l  п ы0б~ (к\х—х0\ ) - *  при |гх | 2=1. Если же 

(т. е. 2/v'i близко к р, но по-прежнему s » l ) ,  то

У лА
«об -----------e i k \ x - x 0\ - i n / L  ^  (7с| л;—а:01)

т 2$,/г
В предельном случае s<sc 1<£т при вычислении асимптотики интеграла (G) посту­

пим следующим образом. Разобьем контур интегрирования на два интервала 
= Н < |г |< *0 и £о<UI<°°> где l ^ t o ^ s - ' .  На каждом интервале подынтегральное вы­
ражение может быть упрощено. После вычисления получаем (произвольная проме­
жуточная точка t0y разумеется, выпадает из окончательного результата)

»о. -  »  » { * • Т + +

Y s x
со

■+ ie~sx ^  d ^ * }  =F £ (eil>x° -  е~*Рх) {EL ( - s t )  eST +  Ei (st) <Г5Т +  nie~sx) ,

(8)

где Ei(%) — интегральная показательпая функция [8]. В случае строгого резонанса 
,р=2к{ в формуле (8) остается лишь последнее слагаемое и тогда при н0б~
~е In (/се21 я —а:о | )» а при st» 1  иов~(кег\х—х0|

Суммарное поле источника складывается из ноля объемной волны иос п поверх­
ностной иа. Беря вычеты в полюсах, находим ии:

те"
«и =

1(к-р/2)г-еЧсЩ],{{У—  У к—p+q+—е —  е*Рх«
}

------------  к
Ук- p —q-  + е ----

)

gî .lx-Xol-My/A*-?-*

где q±=±p/2+[(k—р/2)2- е ‘,к2/4]',г. Амплитуда возбуждаемой поверхпостпон волны 
мала по параметру е при всех ку не слишком близких к р/2—ке2/2. На граппце 
области брэгговского резопанса амплитуда поверхностной волны формально обра­
щается в бесконечность. Поверхностная волна при этом является стоячей. Брэггов­
ское отражение, препятствуя переносу энергии, обеспечивает ее накопление у по­
верхности. Последний результат имеет прямое отношение к градостроительству. Пе­
риодичность в расположении строении может усилить разрушающее воздействие 
землетрясений.
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