
Расчет дисперсионпых кривых на ЭВМ, проведенный для различных значений 
параметра р в случае п = 1, показал, что действительно при уменьшении параметра 
р, область частот пространственного совпадения сужается, а для р<2,5 пространст­
венное совпадение не наблюдается (фиг. 1).

Полученный результат подтверждается экспериментом, проведенным с ограни­
ченными цилиндрическими оболочками, изготовленными из различных материалов. 
В эксперименте измерялись уровни незеркалыюго отражения при падении на обо­
лочку звуковой волны под различными углами. Измерения проводились в заглу­
шенном бассейне на частоте 95 кГц. Для исследования были выбраны две цилинд­
рические оболочки, имеющие диаметр 0,8 см и длину 25 см и изготовленные из ста­
ли и меди. 11а фиг. 2 и 3 приведены диаграммы направленности незеркалыюго отра­
жения. По оси ординат отложен радиус эквивалентной сферы, обеспечивающей тот 
же уровень рассеянной волны в направлении на источник. Из приведенных кривых 
видно, что для стальной оболочки (фиг. 2) незеркальное отражение значительно 
увеличивается для углов 0»48 и 22°. Для оболочки, изготовленной из меди (фиг. 3), 
для углов 0«27°. Проведенный в работе [2] анализ показывает, что на выбранной 
частоте для углов 0«22 и 27° выполняются условия пространственного сов­
падения для квазиизгибной волны я=0, а для 0~48° на стальной оболочке выпол­
няются условия пространственного совпадения для я=1. На оболочке из меди для 
п— 1 условия пространственного совпадения не выполняются, что приводит к отсут­
ствию соответствующего максимума в незеркальпом отражении.

Авторы выражают благодарность С. А. Рыбаку за обсуждение результатов и по­
лезные замечания.
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НИЗКОЧАСТОТНАЯ АСИМПТОТИКА ВОЛНОВЫХ ЧИСЕЛ 

ПЛАСТИНЫ. КОЛЕБЛЮЩЕЙСЯ В СРЕДЕ
Пешее В . Л.9 К оузов  Д . П . ,  Я  ков  лева  В . Г.

В работе [1] приведены результаты численных расчетов корней дисперсионно­
го уравнения для пластины, расположенной на поверхности жидкости. В пластине 
учтены оба типа колебаний, причем для описания антисимметричных (изгибиых) 
колебаний использована модель Тимошенко -  Миндлина. Представляет интерес низ­
кочастотная асимптотика указанпых корней. Поскольку на низких частотах (хо< 
<0,2) различие в результатах расчетов по моделям Тимошенко -  Миндлина и Кирх­
гофа пренебрежимо мало [2, 3], будем использовать вторую модель для описания 
изгибиых колебаний пластины.

Для пластины, расположенной на поверхности жидкости, имеет место взаимо­
действие через среду изгибиых и продольных движений. Дисперсионное уравнение 
в этом случае известно [4]
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Здесь х — безразмерное волновое число совместных изгибиых и продольных колеба­
ний пластины; х0 -  безразмерное волновое число волн в среде; Xi и хг -  безразмер­
ные волновые числа продольных и изгибиых колебаний пластины в вакууме; Х2=  
=  Х|’/:(12),/*; г= р /р 0; р0 -  плотность среды; р -  плотность материала пластины; Оо= 
=  о /(1 -о ) -  модуль Пуассона пластины; о -  модуль Пуассона материала пласти­
ны. При введении безразмерных волновых чисел в качестве характерной длины взя­
та толщипа пластины.

Четырнадцать корней уравнения (1) х =  ±А*„, п= 0, 1, 2 , . . . ,6 ,  распадаются на 
две группы, сильно различающиеся по их поведению на низких частотах. Асимпто­
тики этих корней могут быть получены методом диаграмм Ньютона [5]. Они име­
ют вид
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В формулах (2), (3) введены обозначения: /?= x i/x u, /?i=(12 Rzf r ) ' \  en=
=  xo /4 exp (2яш/5).

Корпи, задаваемые выражением (2), аналогичны корням дисперсионного урав­
нения для простейшей модели, в которой не учитываются продольные движения 
пластины [6]. В обоих случаях имеют место разложения по целым степеням Xo2/s, 
причем первые четыре члена совпадают, а эффект взаимодействия через среду на­
гибных и продольных колебаний пластины проявляется, начиная с пятого члена. 
На низких частотах реакция жидкости на изгибпые колебания пластины сущест­
венна, плотность среды входит уже в начальный член разложения (2) и характер 
зависимости волновых чисел от частоты для пластины в среде и в вакууме суще­
ственно различен [3].

Корни друroii группы (3) представимы в виде рядов по целым степеням хо. Эти 
корни обусловлены учетом в пластине продольных движений. Старший член разло­
жения является вещественным и совпадает с волновым числом продольных колеба­
ний изолированной пластины. Следующий член разложения отражает эффект взаи­
модействия продольной и нзгибной воли в пластине через среду. Третий член раз­
ложения при естественном предположении, что скорость продольной волны в пла­
стине больше скорости волн в среде (/?< 1), является мнимым. Этот член связан 
с наличием излучения в среду.

Следует также отметить, что асимптотические представления (3) вступают в 
силу значительно раньше, чем таковые для изгибных корней (2). Так, в частности, 
для ситуации сталь —вода первый член формулы (3) позволяет вычислять Rex 
с погрешностью менее 1% при х0<0,2, в то время как старший член формулы (2) 
дает погрешность менее 5% только при хо<0.001. Если для достижения большей 
точности при вычислении корней в разложении (2) удержать три первых члена, 
то погрешность менее 1% будет наблюдаться при хо<0,02.

При двухстороннем (симметричном) расположении среды левая часть диспер­
сионного уравнения распадается па два множителя, которые раздельно описывают 
нзгпбный и продольный процессы. Соответствующие уравнения имеют вид

Низкочастотная асимптотика корней уравнения (4) приведена в работе [7]. 
Для корней уравнения (5) х =  ±/т , /«=0, 1, 2, при х<г*-0 получим

Корни (6), по абсолютной величине близкие к волновому числу волн в среде, 
соответствуют волпе, распространяющейся вдоль пластины, амплитуда которой мед­
ленно убывает при удалении от пластины.

Корни (7) аналогичны корням (3). При этом следует отметить, что мппмая часть 
корней (7) пропорциональна хо2, а мнимая часть корней (3) содержит множитель 
хо4. Таким образом, более интенсивное излучение продольной волны в среду имеет 
место для пластины, погруженной в жидкость, по сравнению с пластиной, лежащей 
на поверхности жидкости.
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Несмотря на большое количество работ, посвященных изучению распростра­
нения акустических импульсов в подводных звуковых каналах (см. работы [1-5] 
и имеющиеся там ссылки), вопрос об общих свойствах временной структуры таких 
сигналов исследован далеко но полностью. Главным усложняющим фактором, ко­
торого обычно нет в леволиоводиых задачах, является здесь многолучевость. Она 
приводит к тому, что после излучения точечным источником одиночного импульса 
точечный приемник регистрирует целую серию импульсов, каждый из которых «про­
шел» но одному из соединяющих источник с приемником лучей. Величинами времен 
приходов импульсов этой серии — их называют также временами приходов лучей -  
в значительной мере определяется искажение формы любого сигнала конечной дли­
тельности, распространяющегося в подводиом звуковом канале. Интерес к этим ве­
личинам особенно возрос в последние годы, когда на повестку дни встал вопрос 
о создании систем акустического просвечивания (акустической томографии) огром­
ных (порядка 1000X1000 км2) участков Мирового океана [4]. В проектах таких си­
стем времена приходов лучей служат основными измеряемыми параметрами.

В данной работе на основе известной аналогии между геометрической оптикой 
и классической механикой получен ряд простых формул, связывающих разности 
времен приходов лучей и лучевые инварианты их траекторий. Эти формулы, во-пер­
вых, позволяют выявить некоторые общие свойства последовательностей времен 
приходов лучей, справедливые для широкого класса волноводов, а, во-вторых, они 
упрощают анализ структур рассматриваемых последовательностей в каждом кон­
кретном случае. Полученные формулы особенно удобны для выполнения оценок по 
порядку величины. Нее результаты (частично они изложены в работе [6]) получе­
ны в следующих предположениях: 1. параметры канала постоянны во времени и 
мало меняются на длине одной осцилляции каждой из рассматриваемых лучевых 
траекторий; 2. все попадающие в приемник лучи целиком лежат в одной плоскости 
(другими словами, горизонтальная рефракция не учитывается); 3. длина трассы 
столь велика, что луч, прежде чем попасть в приемник, успевает совершить много 
осцилляций.

В вертикальной плоскости, содержащей точечные источник л приемник, введем 
декартову систему координат (я, z), начало которой совместим с источником. Ось я 
направим таким образом, чтобы она проходила через приемник. При несовпадении 
глубин источника и приемника эта ось несколько отклонится от горизонтали, а ось г, 
соответственно от вертикали. Следуя [4], проведем классификацию всех попадаю­
щих в приемник лучей. Каждый из лих обозначим символом (±г, у), где г u q -  ко­
личества пол у цп к лов лучевой траектории, лежащих, соответственно, выше и ниже 
оси Ху + й — означают знаки углов выходов лучей из источника по отношению к 
оси х (знак + отвечает лучам, вышедшим вверх). Очевидно, любой принимаемый 
луч принадлежит одному из следующих 4-х классов: 1-й класс- (+JV,А); 2 -й -  
(-А ,А ); 3-й -  (+ (N+1), Д'); 4 -й -  (-А .А + 1).

Анализ времен приходов лучен проведем исходя из принципа Ферма, согласно 
которому лучевые траектории являются экстремалями функционала [2, 7]

Здесь t -  время прихода луча, п -  показатель преломления, с -  скорость звука вбли­
зи источника, L -  длина трассы. Это выражение формально можно рассматривать 
как действие некой механической системы (роль времени играет х). В гамильтоно­
вых переменных оно имеет вид [7, 8]:
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