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Несмотря на большое количество работ, посвященных изучению распростра­
нения акустических импульсов в подводных звуковых каналах (см. работы [1-5] 
и имеющиеся там ссылки), вопрос об общих свойствах временной структуры таких 
сигналов исследован далеко но полностью. Главным усложняющим фактором, ко­
торого обычно нет в леволиоводиых задачах, является здесь многолучевость. Она 
приводит к тому, что после излучения точечным источником одиночного импульса 
точечный приемник регистрирует целую серию импульсов, каждый из которых «про­
шел» но одному из соединяющих источник с приемником лучей. Величинами времен 
приходов импульсов этой серии — их называют также временами приходов лучей -  
в значительной мере определяется искажение формы любого сигнала конечной дли­
тельности, распространяющегося в подводиом звуковом канале. Интерес к этим ве­
личинам особенно возрос в последние годы, когда на повестку дни встал вопрос 
о создании систем акустического просвечивания (акустической томографии) огром­
ных (порядка 1000X1000 км2) участков Мирового океана [4]. В проектах таких си­
стем времена приходов лучей служат основными измеряемыми параметрами.

В данной работе на основе известной аналогии между геометрической оптикой 
и классической механикой получен ряд простых формул, связывающих разности 
времен приходов лучей и лучевые инварианты их траекторий. Эти формулы, во-пер­
вых, позволяют выявить некоторые общие свойства последовательностей времен 
приходов лучей, справедливые для широкого класса волноводов, а, во-вторых, они 
упрощают анализ структур рассматриваемых последовательностей в каждом кон­
кретном случае. Полученные формулы особенно удобны для выполнения оценок по 
порядку величины. Нее результаты (частично они изложены в работе [6]) получе­
ны в следующих предположениях: 1. параметры канала постоянны во времени и 
мало меняются на длине одной осцилляции каждой из рассматриваемых лучевых 
траекторий; 2. все попадающие в приемник лучи целиком лежат в одной плоскости 
(другими словами, горизонтальная рефракция не учитывается); 3. длина трассы 
столь велика, что луч, прежде чем попасть в приемник, успевает совершить много 
осцилляций.

В вертикальной плоскости, содержащей точечные источник л приемник, введем 
декартову систему координат (я, z), начало которой совместим с источником. Ось я 
направим таким образом, чтобы она проходила через приемник. При несовпадении 
глубин источника и приемника эта ось несколько отклонится от горизонтали, а ось г, 
соответственно от вертикали. Следуя [4], проведем классификацию всех попадаю­
щих в приемник лучей. Каждый из лих обозначим символом (±г, у), где г u q -  ко­
личества пол у цп к лов лучевой траектории, лежащих, соответственно, выше и ниже 
оси Ху + й — означают знаки углов выходов лучей из источника по отношению к 
оси х (знак + отвечает лучам, вышедшим вверх). Очевидно, любой принимаемый 
луч принадлежит одному из следующих 4-х классов: 1-й класс- (+JV,А); 2 -й -  
(-А ,А ); 3-й -  (+ (N+1), Д'); 4 -й -  (-А .А + 1).

Анализ времен приходов лучен проведем исходя из принципа Ферма, согласно 
которому лучевые траектории являются экстремалями функционала [2, 7]

Здесь t -  время прихода луча, п -  показатель преломления, с -  скорость звука вбли­
зи источника, L -  длина трассы. Это выражение формально можно рассматривать 
как действие некой механической системы (роль времени играет х). В гамильтоно­
вых переменных оно имеет вид [7, 8]:
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где р — аналог лмпульса, //-ан ал о г  функции Гамильтона. Связь р и II с лагран- 
жевыми переменными дается соотношениями p=n(dz/dx) [1 + (dz/dx)2]'1* и 11= 
= -(гс2- р 2),/л, которые можно также представить в виде: p = n s in 0, Н= - п  cos 6. 
Здесь 0 -  угол наклона луча по отношению к оси х. Ниже всюду ограничимся рас­
смотрением адиабатически меняющихся вдоль трассы волноводов. Другими словами 
будем предполагать, что зависимость п от х  столь слаба, что профиль показателя 
преломления мало меняется на одном цикле осцилляций лучевой траектории. При 
этом вдоль траектории сохраняется гак называемый лучевой инвариант [3, 7, 8]

где интегрирование ведется по полному циклу осцилляции луча.
С помощью хорошо известного канонического преобразования перейдем от пере­

менных (р, z) к  переменным «действие -  угол». Стандартная процедура такого пе­
рехода подробно изложена в [8J. Функция Гамильтоиа в новых переменных оказы­
вается зависящей от /  и х. Пользуясь сохранением лучевого иивариаыта, времена 
приходов лучей 1-го и 2-го классов представим в виде:

L

c t„ = iV /„ - j  H ( J n , х ) dx.
О

Здесь N -  число полных циклов осцилляции лучевой траектории. Составим разность 
времен приходов лучей одного и того же класса, совершивших, соответственно, N+1 
и iV осцилляций. С учетом известного в механике соотношения (см., иаиример, § 4У 
в кише [8]) OH/dl=D-\  где />(/, х) -  длина периода луча вдоль оси х (аналог пе­
риода осцилляции в механике), получим

c(tN+i—ti\) — / jv+i -hVA
д_ 1 Д2 д 1

_
д3 д2 1

D.v 2 ~д! d n 6 d p  z v
+

Здесь использованы обозначения: A^/.v+i-Av, DN=D(INix). Преобразуем данное 
выражение, пользуясь приближенными соотношениями (они справедливы в силу 
того, что функция п, а вместе с ней и D=(dH/OI)~i1 почти не меняется на длине 
цикла) L

dx С dx
------- , N =  ] — ,
Dn+i j  Dn

из которых, в частности, следует

Я д 1 Д2 дг 1 \
Д-------- + ---------------- + . . .  ) dx.

01 2 дР Dn /о
В результате получим L

Д3 Г д* 1с ( ^ л '+ 1— *лг)  —  ( ^ л '+ 1 + ^ л ')/2  +  — J  dx ’— ------- h . . .  . (2 )
1 2  д ! г  D .у

При малых А здесь можно ограничиться удержанием лишь первого слагаемого в 
правой части. Возникающую при этом ошибку нужно специально оценивать в каж­
дом конкретном случае. Некоторое представление о ее величине можно получить 
из следующего нестрогого рассуждения. Оценим величину последнего выписанного 
в (2) слагаемого, полагая A- I x /N ,  d2D/dI2̂ D / I 2. Тогда но порядку величины оно 
равно //12.V2, т. е. в 1/12Л'2 раз меньше (IN+i+It\)/2.

Соотношение (2) выведено здесь для лучей 1-го и 2-го классов. Диалогичным 
образом, хотя и путем несколько более длинных выкладок, этот результат можно 
обобщить на случай лучей 3-го и 4-го классов, т. е. показать, что для т = 1 , 2, 3, 4 
имеет место приближенное равенство

( т )  ( т )  { т )  ( т )

c(tN+i — ttr ) =  (/л'+1 +  I n  )12,

где т означает класс луча. В нлоскослоистых волноводах, кроме того, имеют место 
следующие приближенные формулы для разностей времен приходов лучей разных 
классов

С С  -  4 ”  ) =  In+, c(t[r ’ -  г,у2)) =  /и - . (4)
Через / + и / “ здесь обозначены вклады в интеграл (1), соответственно, от «верхне­
го» (лежащего выше оси х) и «пижнего» (лежащего ниже оси х) полуцпклов лу­

1 Несколько более строгие оценки разностей /л*<3> - /л,( |) и /.\(/*> -  Cv(2) см. в 
работе [0].
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чевой траектории. Вывод данных формул полностью аналогичен выводу соотноше­
ний (3).

Отметим важный момент. В одном и том же классе может быть несколько лу­
чей с одинаковыми N. Такая ситуация имеет место, когда

L

В  {%) =  1/£ J Д dx
о

усредненная по трассе зависимость длины цикла от % -  угла выхода луча из источ­
ника по отношению к оси х -  является немонотонной функцией, т. е. одному значе­
нию 1) могут соответствовать два и более разных значений %. Введем понятно 
участка монотонности кривой 25 (х). Этим термином будем обозначать интервал уг­
лов, на котором D(x) либо растет, либо убывает. Границы участков монотонности 
отвечают экстремумам 2>(х). Для однозначного задания любого из попадающих в 
приемник лучей, кроме номера класса и количества циклов его траектории, вообще 
говоря, нужно указать и участок монотонности, которому принадлежит угол выхо­
да этого луча из источника. В соотношениях (3) и (4) речь идет о парах лучей с 
углами выходов, принадлежащими одному и тому же участку монотонности. В про­
тивном случае даже для больших N величины этих углов могут спльпо различать­
ся и сохранение в разложениях только линейных и квадратичных но Д членов мо­
жет оказаться слишком грубым приближением.

Формулы (3) и (4) являются основными результатами данной работы. Обсудим 
каким образом они могут быть практически использованы для оценок разностей 
времен приходов лучей. На длинных трассах, где каждый луч на пути к приемни­
ку успевает совершить много осцилляций, обычно принимается много лучей [3, 4]. 
Среди лих найдется пара таких, траектории которых имеют отличающиеся на еди­
ницу количества циклов или полу циклов, причем углы их выходов из источника 
близки некоторому наперед заданному значению х из интервала углов выходов 
лучей, захватываемых каналом. Поэтому знание зависимости /(х) (для плоскослои- 
стых волноводов имеет смысл использовать также зависимости / ± (х)) позволяет 
делать оценки разностей времен приходов лучен, минуя сложную процедуру реше­
ния лучевых уравнений с граничными условиями, заданными на обоих концах из­
менения независимой переменной. Более того, такие оценки можно проводить даже 
не имея полной информации об изменении профиля скорости звука по всей трассе, 
поскольку для вычисления зависимостей /(х) достаточно знания зависимости 
n(zyx) лишь на длине одного цикла осцилляций луча. Обратим внимание на еще одно 
из возможных применений обсуждаемых формул. С их помощью но измерениям 
времен приходов лучей можно оценивать величины углов выходов этих лучей из 
источника.

Структуры последовательностей времен приходов лучей могут кардинально раз­
личаться для волноводов с разными профилями показателя преломления [5J. Тем 
не менее из формул (3) и (4) следует, что существует ряд общих свойств данных 
последовательностей, справедливых для любых волноводов (разумеется, удовлетво­
ряющих указанным в разделе 1 условиям). Прежде чем перейти к их формулиров­
ке, введем понятие кривой t(x).  В прямоугольной системе координат, вдоль оси ор­
динат которой отложено время t, а вдоль оси абсцисс -  угол х* изобразим последо­
вательность точек, показывающих значения времен приходов лучей r зависимости 
от величин углов их выходов из источника. При больших L  эти точки расположе­
ны достаточно плотно. Если смотреть издали, то они как бы образуют линию, ко­
торую и будем называть кривой t(x)- Для краткости ограничимся анализом той ее 
части, которая отвечает положительным %> т- ©. будем говорить только о лучах 1-го 
и 3-го классов (х^О для лучей, выходящих из источника в направлении к поверх­
ности). Обобщение на случай отрицательных х  очевидно. Теперь сформулируем ос­
новные следствия соотношений (3) и (4).

1. Поскольку /5=0, величина /,у(|,3) растет с ростом N для всех лучей, принад­

лежащих одному участку монотонности. 2. Поскольку / +>0, то <  t#* <  t s+12.
3. Из следствий 1 и 2 вытекает, что интервалы углов х, на которых t(x) меняется 
монотонно (участки монотонности /(х )), совпадают с участками монотонности 25(х). 
При этом максимумы П(х) соответствуют минимумам 1(х) и наоборот. Последнее 
утверждение следует из того, что с уменьшением Г) увеличиваются количества цик­
лов соответствующих лучей и, следовательно, величины времен их
приходов (см. 1). 4. По мере приближения к какому-либо максиму­
му t(x) индекс N лежащих на этой кривой точек растет на обоих 
участках монотонности, примыкающих к данному максимуму. По мере 
приближения к минимуму Их)  индекс N на обоих примыкающих к нему участках 
убывает. 5. В отличие от /5(х), зависимость / (х) в любом волноводе является мо­

нотонной: величина /  убывает с уменьшением х- Поэтому разность ( 1 . 3 )  (1 ,3 )
tN + i “  *ДГ

2 Приведенное неравенство непосредственно следует из формулы (4), которая, 
вообще говоря, справедлива лишь для плоскослоистых волноводов. Однако несложно 
проверить, что данное неравенство обобщается и на случай плавнонеоднородных но 
трассе каналов.

6 6 6



неуклонно убывает по мере приближения к левому краю кривой t(%) (речь по- 
прежнему идет только об участке х = 0)- Следовательно, на левом краю /(%) точки 
расположены «гуще», чем на правом.

Опираясь па формулы (3), (4) и сформулированные следствия из них, в каж­
дом конкретном случае но виду легко вычисляемых зависимостей / (х) и D(x) мож­
но судить о форме кривой 1{х) и «плотности» распределения формирующих ее то­
чек. Кроме того можно исследовать характер эволюции кривой t{%) при изменении 
длины трассы даже не конкретизируя вида зависимости п (z, х). Обсудим последнее 
утверждение подробнее.

Прежде всего отметим, что в плоскослоистых волноводах положение экстрему­
мов /(х) не зависит от длины трассы и глубин расположения источника и прием­
ника, так как функция D(x)> равная там просто £ (х ), не зависит от этих парамет­
ров задачи. Здесь, впрочем, надо оговориться, что с изменением глубин может 
частично или даже полностью измениться область определения функции t{%) -  ин­
тервал углов Ху отвечающий принимаемым лучам. Функция /(х) не зависит от дли­
ны трассы и глубин погружения источника и приемника не только в плоскослои­
стых, по и в плавнонеоднородных волноводах. Поэтому расстояния между соседпи- 
ми точками кривой Их) (лежащими вблизи фиксированного х) вдоль оси t  мало 
меняются при изменении длины трассы или горизонтов корреспондирующих точек. 
Таким образом здесь имеется закон сохранения: увеличение длины трассы не при­
водит к изменению «плотности» времен приходов лучей. Этот результат заранее не 
очевиден даже для плоскослоистого канала. Если принять во внимание, что с уве­
личением L общее число принимаемых лучей растет, то, как легко сообразить, кри­
вая t(x) на своих участках монотонности с ростом длины трассы становится все 
более крутой. При этом общая длительность принимаемого сигнала растет.

Автор благодарен М. М. Славянскому за внимание к работе и полезные обсуж­
дения.
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УДК 534.833.535.2
МАСШТАБНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ 

ХАРАКТЕРИСТИК СЛОЕВ ВОЛОКНИСТЫХ ЗВУКОПОГЛОЩАЮЩИХ
МАТЕРИАЛОВ

В о р о н и н а  I I .  Н .

При исследовании звуковых полей в моделях, воспроизводящих в уменьшенном 
масштабе форму и размеры производственных помещений, концертных залов, круп­
ногабаритных глушителей и т. д., появляется необходимость моделирования слоев 
звукопоглощающих материалов, применяемых в реальных условиях для облицовки 
-ограждающих поверхностей.

Сложность такой задачи заключается в обеспечении подобия акустических ха­
рактеристик в модели и в натуре на сходственных частотах /м Гц и /ц = /м/л  Гц, 
где п — масштаб моделирования. Здесь и далее индексы м и и показывают принад­
лежность величины к модельной и к натурной конструкциям соответственно.

В настоящее время общее решение задачи о выборе параметров моделирующе­
го слоя фактически отсутствует. Это обусловлено том, что современная теория зву­
копоглощения не позволяет представить акустические характеристики некоторыми 
аналитическими функциями, зависящими в явном виде от частоты звука и физи­
ческих констант звукопоглощающего материала, описывающих его макроструктуру.

С известной степенью приближениц^в частном случае можно подобрать обли­
цовку для модели экспериментальным путем. В работе [1] рассмотрен вариант мо-

667


