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ОПРЕДЕЛЕНИЕ УСИЛИЙ НА НЕОДНОРОДНОСТЯХ ВИБРОПРОВОДА 
И ОЦЕНКА АКУСТИЧЕСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ ПРИ ПАДЕНИИ

НА НИХ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ ИЗГИБА

И ва н о в  В.  С.

В дополнение к силе и моменту предлагается ввести понятия об 
усилиях, пропорциональных скачкам угла поворота н прогиба. Устанав­
ливается связь между виброизоляциоинымп свойствами препятствия и 
возникающими в вибропроводе усилиями, предлагаются приближенные 
решения для акустического излучения в низкочастотной области.

Излучение звука пластинами и оболочками в области частот, значи­
тельно более низких, чем частоты совпадения (или критические), опреде­
ляется главным образом действующими на них силами и моментами 
([1—4] и др.). Известно также, что неоднородности (препятствия) на 
вибропроводе переводят неизлучающие в докритической области частот 
компоненты вибраций в излучающие. Заменяя действие препятствий на 
вибропровод усилиями, возможно определить излучающую способность той 
или иной неоднородности. Именно так оказывается, например, возможным 
получение решения сложной задачи об излучении пластин, подкреплен­
ных периодическим набором ребер [5, 6 ].

В рамках элементарной теории изгиба влияние любых граничных 
условий можно заменить действием четырех усилий и при их наличии 
рассматривать виброировод как бесконечно длинный (граничные условия 
отсутствуют). При этом уравнение колебаний будет иметь вид

w ™ -K'w  =  -^ [F b (x -X b)+ M b'{x -X b)+ C b" {x -x t)+D b'"  ( я - * . ) ] .  (1)

Здесь штрихи означают производную по координате х , кп — волновое 
число изгибных колебаний в пластине, В — цилиндрическая жесткость 
пластины B=Ehz! \2 { \—ц2), F и М — поперечная сила и момент, пропор­
циональные третьей и второй производной прогиба в точке х0 — крепления 
препятствия, а С и В -  некие усилия, пропорциональные скачкам угла 
поворота и прогиба соответственно. Можно физически трактовать усилия 
С и D как совокупность двух и четырех моментов. Последовательное 
образование их из изначальной поперечной силы и соответствующая их 
действию картина деформации пластины приведены на фиг. 1. Если 
представить себе, что промежутки между элементарными силами стремят­
ся к нулю, то видно, что С приводит к излому упругой линии, a D — к ее 
разрыву. Существенно отметить, что в отличие от F и М  усилия С и D 
являются самоуранйовешениыми. Размерности усилий С и I) равны про­
изведению размерности силы на первую и вторую степень размерности 
длины (для пластины) или на вторую и третью степень размерности 
длины (для стержня). Очевидно, что комбинацией четырех усилий можно 
сформулировать любые граничные условия. Например, жесткая непод­
вижная заделка соответствует РФ О, МФО, С=0, £>=0; свободный конец, 
наоборот, F = О, Д/=(), СФ0У ОФО; сосредоточенная масса (упругость) 
в середине вибропровода РФО, МФО, С=О, Z)=0 (нет скачков угла пово­
рота и прогиба), а масса на его конце F¥=0, МФО, СФО, ОФО.

Решением уравнения (1) является
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Для x —x0>0, т. e. справа от сечения, в котором приложены усилия, при­
нимаются верхние знаки, а для х —х0<0 — нижние.

В качестве примера определим усилие С, возникающее при прохожде­
нии однородной изгибной волны е“<Лих единичной амплитуды через под-

Фиг. 1. Деформации стержня при действии усилий F, М,
С u D

вижный шарнир при х0=0  .(в этом случае F=M=D=0,  так как имеет 
место лишь излом упругой линии). В шарнире равен нулю изгибающий 
момент

( б Г ‘Ли*) * = o + a / 'U o = - - l - (1+0 = 0,
4 Вки 

C— ABkJ(l+ i) .
От шарнира вправо х> 0  распространяются волны, вызванные усилием 

С плюс первоначально падающая волна ё~'к * (см. (2))
1

4ie~ik »«-е-киХ),ivc— p-ihax_
1+i

откуда определяются коэффициенты прохождения через шарнир Т= 
= 1/ ( 1-Н), r '= l / ( l + i ) ,  а влево распространяется х<0  волна ю=—1/ ( 1+  
+ 0 » (ie**пх—еких) у откуда коэффициенты отражения будут Л = —г/(1+г), 
Д '= 1/ ( 1 + 0  (штрих означает, что данная величина является коэффи­
циентом при неоднородной волне).

Аналогично можно рассмотреть и взаимодействие с шарниром неодно­
родной волпы изгиба <гйих. В этом случае C = 4 B k J ( l + i ) ,  TH= i / ( l + i ) y 
Tu' = i l (1+i)» /?н=//(1+0т В н' = —1/(1+ i). Заметим, что, используя поня­
тие об усилии С, можно обойтись решением одного уравнения вместо 
четырех (w" = 0 и непрерывность остальных производных прогиба) так же, 
как использование обычного понятия силы позволяет решать задачу 
аналогичным способом в случае, если вибропровод подперт (м?=0).

Пользуясь (2), можно построить общие зависимости между коэффи­
циентами прохождения и отражения и усилиями, возникающими в точке 
крепления препятствия.

Предварительно обозначим:

Хотя эти величины имеют размерности длины, в дальнейшем будем счи­
тать их безразмерными, так как амплитуду падающей волны примем за 
единицу той же размерности длины, которая принята при решении за­
дачи.

Из (2) в случае падения однородной волны па препятствие слева 
направо (верхние знаки) или справа налево eihnx (нижние знаки)
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следует:
T = l - i F 0̂ M 0+iC0±D  

Т '= —F0±M 0—C с±  Д>, 

R = —iF0±M 0+iC0:PD0, 

R ' = - F 0+M0- C 0+D0,

F, =  L [ - i + i ( T + R ) - ( T ' + R ' ) ]
4

M0 =  ± ± [ i - ( T - R )  +  ( T ' - R ' ) ]
4

Ct =  J - [ i - i ( T + R ) - ( T ' +/?')]
4

D0 =  ± ~ [ i + ( T - R )  +  ( T ' - R ' ) ] ,
4

а при взаимодействии с неоднородной волной е Лих (верхние знаки) или 
еклх (нижние знаки):

TB=-iF<=FM0+tC0± D b F„ =  4~[ 1+4T.+R.) -  ( Г . ' + Д . ' )  ]
4

Tu,= l - F 0±M 0- C 0± p 0y

R ll= —iF0±M 0+iC0:izD0,

M0 =  ± ^ r [ - l - ( T a- R a) + {Tu/- R u')]
4

Со =  4 - 1  l - i ( r H+i?H) -  ( Г / + Д / )  ]
4

(5)

Д н '— F e4=Af.-C0=FZ)o, Оо =  ±  —  [■-1 +  (ЗГн-Дн) +  (T n '-R n') ].
4

Несимметричными но отношению к направлению движения волны: яв­
ляются М0 и Д>.

Зависимости (4) и (5) дают возможность определить силы и по ним 
оценить акустическое излучение от неоднородности, если известны коэф­
фициенты прохождения и отражения. Для некоторых препятствий 
весьма трудно бывает теоретически сформулировать граничные условия. 
В этом случае в формулах (4) и (5) могут быть использованы эксперимен­
тально найденные характеристики виброизоляции этих препятствий.

В общем случае определение усилий па стыке с неоднородностью 
требует решения системы из четырех уравнений, описывающих равенство 
в контактной точке всех производных перемещения

(") I £ЫЧпл+ Jn, anF цл+^п ,пл^пл"^”Сп .пл^пл^^п.плДпл

= н>ьГр + fn,vF P+ m npM p+c,l:r]Cp+d,liPD ll, (6)

где гг=0, 1, 2, 3; значок (гг)— п-я производная; индексы пл и р относятся 
к вибропроводу (пластина) и препятствию (ребро) соответственно; w0 — 
амплитуда падающей волны; /*, ггг„ и т. д. обозначают безразмерные 
коэффициенты пропорциональности между гг-ми производными смещений
и соответствующими усилиями.

Система (6) симметрична по отношению к значкам пл и р, т. е. пред­
полагается, что и вибропровод и препятствие равноправны, и безразлично, 
что за что принимать (например, случай пересекающихся пластин).

Для дальнейшего ограничимся случаями, когда неоднородность имеет 
характер препятствия с сосредоточенными параметрами. Полагая Р11Л= 
= —Fр, Мпл= —Mv и т. д., а также ш0|)= 0  перепишем для этого случая (6), 
используя обозначения (3):

гдр коэффициенты / П(Пл, гггп11Л и т. д. определяются из решения (2) и имеют



Т а б л и ц а  1

п ■fnt пл тп, пл °п, ил dn, пл

0 -(1 + 0 0 - ( 1 - 0 -2/2
1 0 - ( 1 - 0 -2/2 -(1 + 0

'2 - d - о -2/2 -(1 + 0 0
3 -2/2 -(1 + 0 0 - ( 1 - 0

Таблица 2

п е-« И * ik..x е 11 e~hnx / и *

0 - 1 - 1 - i - 1
1 - 1 —i 1 - 1
2 1 1 - 1 - 1
3 —i i 1 - 1

вид (табл. 1). Члены обратной диагонали матрицы табл. 1 — разрывные, 
верхние значения соответствуют приближению к точке приложения уси­
лия справа со стороны значений х —;г0> 0, а нижние значения — со сторо­
ны х —я0< 0.

Матрицы — столбцы правой части системы (7) — имеют вид (табл. 2), 
зависящий от вида волны, взаимодействующей с препятствием (знак 
минус в правой части учтен в табл. 2).

Заметим, что для выбора знаков разрывных членов табл. 1, особенно в 
случаях, когда в одном сечении их несколько,.требуется более детальное 
рассмотрение условий их воздействия на вибропровод. Например, рас­
сматривая сложный случай сосредоточенного препятствия на конце 
стержня, имеем все четыре усилия. Тогда, представляя эти граничные 
условия в виде изображенных па фиг. 2 соответствующих физическим 
условиям крепления препятствия, видим, что для рассматриваемой геомет­
рии задачи приближение усилий М  и F к х=0  (при х0~*0) происходит со 
стороны значений х —х 0>0, а усилий С и D — со стороны значений х —х0<0.

Следовательно, в системе (7) необходимо принять для F и М  верхние 
значения, т. е. Н-2 (табл. 1), а для С и D — с обратным знаком (нижние 
значения). При рассмотрении падения волны справа налево (eihnx) и со­
хранении координатной системы будем иметь обратную картину знаков 
разрывных коэффициентов. Такая особенность системы (7) позволяет, 
например, получать разные решения для систем, изображенных на фиг. 3 
(шарнир слева и справа от массы).

Количество уравнений в системе (7) определяется количеством уси­
лий, действующих в сечении, где крепится препятствие или имеет место 
нарушение однородности вибропровода. Например, фиг. 2 соответствует 
наличию всех четырех усилий, фиг. 3 —трех (D-= 0, нет разрыва упругой 
линии). Выбор уравнений системы осуществляется из условий на границе 
с препятствием. При ограничении прогиба используется первое уравнение 
системы (определяется усилие F ), при ограничении угла поворота — вто­
рое уравнение (определяется момент М), при ограничении второй произ- 
водпой — третье уравнение (усилие С) и при ограничении третьей произ­
водной — четвертое уравнение (усилие D).

Коэффициенты / Л(Р, тп>р и т. д. в системе (7) равны отношению пере­
мещения (или его производной) к усилию, его вызывающему, определен­
ные в координатных осях, принятых для вибропровода. Например, для 
несимметричного относительно оси пластины препятствия массой тр 
таблица коэффициентов / п>р, тп>р имеет вид (табл. 3). Здесь х Т,Ут — коор­
динаты центра тяжести, ги2= г0и2+г/г2, гои — радиус инерции препятствия, 
oj — угловая частота. Разные знаки у членов, симметричных относительно 
главной диагонали, объясняются несовпадением положительных направ­
лений у момента (плюс против часовой стрелки) и угла поворота (плюс 
по часовой стрелке). Заметим, что коэффициенты сп.,> и йп>р равны нулю,
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Фиг. 2. К определению знаков раз­
рывных коэффициентов табл. 1. 1 — 
падающая волна е~‘ь»ку 2 -  область 
значений х—жо>0, 2 — область зна­

чений х—х0<0
Фиг. 3. Пример неоднородностей, от­
личающихся знаками разрывных 
коэффициентов в табл. L 1 — падаю­
щая волна ,е~1кяк, 2 — шарнир, 3 ~ 

виброизолирующая масса

Фиг. 2

1 2  3 1 3  2

так как усилия С и D самоуравновешенные и не воздействуют на препят­
ствие.

Как уже указывалось, при решении задачи для стержня с массой на 
конце система (7) состоит из четырех уравнений. Если же масса внутри 
стержня, то система будет состоять из двух уравнений и тогда в табл. 3 
будут только две верхние строки. В случае, изображенном на фиг. 3,— 
три строки.

Предложенный метод решения задачи виброизоляции имеет то пре­
имущество, что опирается на каноническую систему уравнений в виде (6) 
или (7) и позволяет определять усилия, вызываемые неоднородностями. 
Если эти системы дополнить двумя уравнениями (и соответствующими 
членами каждое из уравнений), описывающими равенство продольных 
перемещений и ее первую производную (с соответствующими усилиями, 
то получим систему, позволяющую определять усилия и характеристики 
виброизоляции для препятствий, преобразующих поперечные изгибные 
волны в продольные и наоборот.

Понятно, что использовать предложенный метод можно и в случае 
приложения внешних усилий к вибропроводу. Надо рассмотреть задачу 
применительно к однородным и неоднородным волнам, порожденным 
внешним усилием.

Знание усилий, возникающих в вибропроводе на неоднородностях, 
позволяет построить приближенные решения задач об их акустическом 
излучении в области низких частот (при тгс(о/рс*с1). Тогда излучение 
силы в дальнем поле представляется диполем, момента — квадруполем 
(производпой по х  от диполя), усилий С и D — второй и третьей производ­
ных от диполя но х  (см. правую часть уравнения (1)):

kFe~ikR k2Me~ihR
pF(Я, 0) =  _ ( l+ t)  cos 0, рм (R , 0)  ------ ,..—■- - ’(1—0 cos 0 sin 0,

Р с (Я ,0 )  =

2 b ikR
k3Ce~ikIt
2Уя/сЛ

(1+0 cos 0 sin2 0, pD (Л, 0) =

2V nkR  
V D e -* *

21/jikR

(8 )

(1—0  cos 0 sin3 0.

Здесь к  — волновое число в жидкости, 0 — угол, отсчитываемый от оси у.
При использовании этих зависимостей для случая излучения в тяже­

лую среду (вода) волновое число изгибных колебаний в пластине ка не­
обходимо принимать с учетом реакции среды, используя, например, приве­
денные в [7] таблицы корней характеристического уравнения задачи. 
В этом случае погрешность использования формул (8) в очень широком 
диапазоне частот (ниже частот совпадения в 5 раз и более) не приводит
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Таблица 3

71 f n ,  р р с » .  р rfn ,  р

4 4
0 +  г 2 '  ' и

3*' 0 0

т рШ 2

ы3
N

Oс.
£

Х Т 1
1

™ Р4°2 m  г 2 со-
0 0

2 0
*

0 0 0
3 0 • . 0 0

к погрешности более 12—15%. Эта погрешность противоположна по знаку 
погрешности от пренебрежении членом тшо/рс но сравнению с 1.

Возможность использовапия решений системы (7) и зависимостей (8) 
для низкочастотной области проведена но точным решениям задачи об 
излучении одиночного ребра жесткости [8], Г-образного соединения пла­
стин [9], трещины [ 10] и др.

Из (8) видно, почему наибольшее излучение имеет место при отраже­
нии изгибной волны от жесткой заделки (излучения силы и момента про­
порциональны первой и второй степеням волнового числа в жидкости, 
малого на низких частотах), а наименьшей излучающей способностью 
обладает свободный край пластины (излучения С и D пропорциональны 
третьей и четвертой степеням волпового числа). Свободно опертый край 
занимает промежуточное положение. Заметим, что отражение вибрацион­
ной энергии во всех случаях полное. Таким образом, связь между вибро­
изоляцией препятствий и его излучением в среду неоднозначная. Однако 
если рассматривать препятствие одного вида, например опору, то увели­
чение импеданса опоры увеличивает отражение изгибной волны и возни­
кающую на ней силу, а следовательно, и излученное в среду давление.

Пользуясь принципом независимости действия сил, можно представить 
акустическое излучение от места присоединения препятствия в сложном 
случае при действии нескольких сил. Например, для массы па конце 
пластины имеет место излучение всех четырех видов зависимости (8).

Здесь рассмотрены плоские задачи. Однако поскольку на низких 
частотах излучают лишь волны, нормально (или почти нормально) па­
дающие на препятствие, то предложенные зависимости достаточно хорошо 
характеризуют излучающую способность реальных неоднородностей.
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