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ВЫЧИСЛЕННЫЕ ПО РАЗЛИЧНЫМ ТЕОРИЯМ

Ш ейдеров Е . Л ., Ш оренко И .  Я .

Для изотропной и трансверсально-изотропной сферической оболочек 
проведено сравнение точных значений модовых импедансов колебаний 
и приближенных значений, получаемых с помощью теории тонких обо
лочек.

[
В работе [ 1] были получены выражения- для механических имнедан- 

сов колебаний на отдельных модах топких изотропных сферических обо
лочек с учетом продольных п изгибных колебаний. Их можно записать 
так: Z„=—тМ%п\ M=ph ;

hul п3 (га+1) 3+п2(и+1) % + п  (n+i)gz+g3
( 1)

х,•пр! —»(re+l)+g*
где g \ = - ( x a/+3+o);  g2= ( l - a 2- : r np2)//i,B; £3=  (аг„р2+ 1 -а )  (хир2- 2 - 2 о )  I

1 - о 2
Ъ1П] §'/.=ж„р2+1—о; hIB=h2l  12/?2; жпр2 ==——  Rza>2p=(knPR )2. Здесь и далееь

X *
Е — модуль Юнга, о — коэффициент Пуассона, р — плотность, В  и h — 
средний радиус и толщина соответственно, п — номер моды.

В работе [2] приведены более точные выражения для импедансов, учи
тывающие инерцию вращения и сдвига (аналогично уравнениям Тимо
шенко — Миндлина для пластин):

Ъ п = -
х2 п3 (п+1) 3- г ,п2 (п + 1)2+г2п(п+ 1) -/*3

( 2)
х 2 п2 (гс+ 1)2—rkn (гг+1) +г5

где г^=ау+а2+а0— г2=(1 1а6—а2а'.а9+ахаз+аза9+ака6-\-а2а6а7—аъа8; г3=
—  ( $ 3 $ &  ^ 5 ^ 8 )  i Т ^ -С 1 -3 Л ~ 7 '5 = f l 36lfi

2 /  l + o  JTi«i2 \  . 2 l+ o
ai = ------ 2 \  -------------- о—  /  J Я2 = - 1  -  —  г — ;x2X l —o 2 7 x2 1—о

a3= ( l - o )  (1—xz/2+A,;re2/2 ); a4= l+ o + ( l—<j) z72;
a5= ( x 2/2) ( l - o )  ( l + W / 2 ) ;  * = ( l - o )  (l-2 /A H+ tf2* ,72);

a7= — (1—a) 2/fe«; a8= ( l - o )  (2/hR+ xt2)\
a9= ( l —o) ( l+ K 2z,2/2) ; Xt2=p(o2R2/[i]

Kt= l+ h 2/l2R2\ А2=1+ЗА2/20Я2; А„=А2/Зх2Д2,
ц — модуль сдвига, х2/ = 5/в — коэффициент сдвига. Проведенное в этой ра
боте сравнение результатов (для стальной оболочки), получаемых по обе
им формулам, показало, что при малых номерах мод п (« = О, 1, 2, 3, 10) 
и /спрА<0,2 они практически совпадают.

При увеличении же номера моды результаты, полученные по этим фор
мулам, начинают отличаться. Например, кривые, вычисленные по фор
муле (1), дают более высокие значения резонансных частот. В работе [2] 
было высказано предположение, что выражение (2) справедливо по край
ней мере в диапазоне, где возбуждаются лишь первая симметричная и 
антисимметричная моды волн Лэмба, т. е. при /спрА< 1,8.
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Выражеиия (2), как и выражения (1), являются приближенными и 
пределы их применимости ограничены рамками теории тонких оболочек. 
Для определения критериев справедливости этих выражений сравним им
педансы, вычисленные по формулам (1) и (2) с точными значениями, 
которые можно получить на основании теории упругости для слоя произ
вольной толщины.

Рассмотрим изотропный сферический слой с внешним радиусом Л, и 
внутренним й 2. Радиальную и тангенциальную составляющие смещения 
можно записать в виде рядов

«  оо

Ип(г, 8 )=  ^ j U n(r)Pn(cosQ), lie (г, 0) =  vn (r) Pn (cos 0). (3)
n = 0  71 =  0 .

Если на внешней поверхности слоя действует переменное давление
оо

р =  X j^ p «(cos0)- (4)
71 = 0

то механические импедансы слоя на отдельных модах определяются так:
Zn= - p J v r= - p J  ( - ш и п (й ,) ), (5)

где vr= —i(i)un(Ri) — резонансная составлющая скорости на внешней по
верхности слоя для /1-й моды.

Для изотропного слоя уравнения теории упругости (например, систе
ма (10) в работе [3]) решаются точно путем подстановки:

. . . Yn(r) Хп(г) . У»(г)
ап (г) (г)---------- -п(п+1), у„ (г)  ------------У„ (г)------------ .

(6)
Полученным при этом уравнениям удовлетворяют функции

Х п(г)=Ап]п(к,г)+Вппп(к1г), Y  „ (г) =Cnjn(ktr)+Dnn„ (ktr) , (7)
где /п, пп сферические функции Бесселя и Неймана, /с,, k t — волновые 
числа продольных и поперечных волн в безграничной среде, причем
C o = D 0= 0 .

Если считать, что касательные напряжения на поверхности отсутству
ют, а внутренняя поверхность является свободной, то постоянные В„, 
С„, Dn должны удовлетворять системе

где

O i2=2pJl2re„/'  ((хг.) —

—  iV /n C m ,);

— р,,2>г„(р,,);

аз i= 2  (|Х|,7п' (м-г.) - U  (lJ-г.)) 5 

Яз2=2(р.,,ге„' (р,,) -и „  (fXi.));

а13=2га(ге-1-1) ( /„ (р ,,) -р ,,/ /(р ,,) ); 
ац=2п(п+1) (пп( р „ ) ( р , , ) );

а*»=—Р«,*/«" (р„) -  (n2- n - 2 ) j„  (р „ ); 
а31= —р,,2й„" (р,,) -  ( п 2— п — 2 )  п п (р„);

(9)
#21» #22» #23» # 2 4 »  #41» #42» # 4 3 ,  # 4 4  П О Л у Ч а Ю Т С Я  И З  # ц ,  #12» #13» # 1 4 ,  #31» # 3 2 ,  # 3 3 ,  # 3 4

соответственно заменой на ц<2, на Здесь ц,,=&,/?,, \1 п=кДг,  
(in= k tR u \itz=ktRz, К ц — коэффициенты Ламе. При этом импедансы
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будут вычисляться по формуле
Zn=-iRiPn[<d((Anjn' ( ц / , ) + В л '(|Aii))|iM -»(n+l) (Сп]п(|1ц) +

+Dnnn(|х«)))]-а. . (10)
На основе этого решения была составлена и отлажена программа вычис
ления импедансов изотропного сферического слоя и проведено сравнение 
результатов, получаемых с ее помощью, и приближенных, получаемых но 
формулам (1) и (2).

На фиг. 1 приведены зависимости от волновой толщины knph величин 
£п= —Z J  (шМ)  (для стальной оболочки с параметрами Е = 2• 1012 г/см/с2, 
р=7,8 г/см3. а=0,3, h/Ri=0,01), вычисленных различными способами.

Пересечения кривых с осью абсцисс (корпи уравнения Zn=0) соответ
ствуют резонансам оболочки, причем для каждой моды колебаний имеет-

Фиг. 1. Импедансы различных форм колебаний упругой сферической 
оболочки из стали: 1 -  расчет по точной теории; 2 -  расчет по форму

лам (2); расчет по формулам (1); а -п = 0 ; б-гс= 10 0

ся последовательность резонансных значений параметра kttl)h. Значения 
первой резонансной частоты для моды л=0, вычисленные по разным 
теориям оболочек, а также на основании точного решения, практически 
совпадают (фиг. 1 , а). Значение резонансной частоты для этой формы ко
лебаний описывается хорошо известной формулой (1)0=(1/Я ) [2Е/ 
/ р ( 1 - о ) ] ,/!.

Следующий резонанс появляется при к ,к ^ я (&прЛ~3,47), что соответ
ствует полуволновому резонансу оболочки по толщине. Как и следует 
ожидать, теории тонких оболочек пе могут описать такие движения.

Рассмотрим графики при п>  1 (например, при тг=100 на фиг. 1,6). 
При п>  1 распределение смещений по углу определяется выражением

• I —  «

p n(c o s0 )« l//— -— S cos[ (  п + т ) в ~ 7 ~ \  ’

из которого следует, что по окружности оболочки должно уложиться 
п+Чг волн (в отличие от цилиндрической оболочки, где распределение 
описывается выражением cos (шр) и по окружности укладывается 
п волн), т. е. 2 л Д = (и + 72)Я0о, где Яоб — длина волны, распространяющей
ся но оболочке.

Для определения типа этой волны рассмотрим резонансные значения 
kaph= A 1 где А — абсциссы пересечения кривых с горизонтальной осью. 
Это соотношение можно записать следующим образом: 2як=АХар. Из 
последних выражений

co6=cBVA R l((n+ l/2)h) ,  (И )
где Соб ~  скорость волны, распространяющейся по оболочке. Для примера, 
приведенного на фиг. 1, 6, первое резонансное значение параметра А рав
но 0,26. Для этого значения А выражение (11) дает такое значение ско
рости: соб«0,257с|1р. Эта величина скорости близка к скорости изгибной 
волны, распространяющейся в пластине равной толщины. Для того чтобы



в этом убедиться, вычислим скорость изгибной волны в пластине:
си=[со2йЛЕ/12р(1--оН v,,=capi ic ^h  У

При выбранных значениях параметров из последнего выражения получим 
сн»0,273спр, что весьма близко к найденной выше величине. Заметим, что 
резонансное значение для изгибной волны, определенное по теории тон
ких оболочек с учетом инерции вращения и сдвига (2), хорошо совпадает 
с величиной, найденной по точной теории (10).

Второй резонанс для лг= 10 имеет место при А ~  1, что по формуле (11) 
приводит к соотношению со0=0,99сП1,. Следовательно, второй корень оп
ределяет резонанс для продольной волны в оболочке. Значения этого 
корпя, вычисленные по всем трем теориям, весьма близки друг к другу. 
Таким образом, первый и второй корни соответствуют изгибной и продоль
ной волнам, т. е. низшим антисимметричной и симметричной модам волп 
Лэмба в пластине.

Третий и последующие резонансы определяются волнами Лэмба вы
соких порядков. Из фиг. 1 следует, что третий резонанс описывается на
ряду с точной теорией и теорией с учетом инерции вращения п сдвига (2), 
в то время как более простое выражение (1) уже не содержит информа
цию о соответствующих движениях оболочки.

Из фиг. 1 следует также, что значения импедансов, рассчитанные по 
точной теории (10) и но уточненной теории тонких оболочек (2), близки 
друг к другу при значениях А:пр/г< (0,4-^0,5), хотя резонансные частоты 
вычисляются достаточно точно по теории (2) и при больших значениях 
кп?к (до knjth~2,o) .

В работе [5] рассматривается диапазон частот, в котором оправдано 
применение теории тонких оболочек при решении задач рассеяния для 
круговых цилиндров. Из сформулированного в этой работе критерия сле
дует, что приближенное решение, полученное с помощью теории топких 
точек, хорошо аппроксимирует точное при волновых толщинах k,lvh<W3 
(для A//?i<V30), что близко к значениям kavh, полученным выше для сфе
рической оболочки. ,

Перейдем теперь к рассмотрению трансверсально-изотропного сфери
ческого слоя. Будем считать, что каждый элемент слоя имеет ось симмет
рии бесконечного порядка, проходящую через центр сферы. Это означает, 
что скорости упругих волн в плоскости, проходящей через центр сферы, 
зависят от направления распространения волны и отличаются от скоро
стей в касательной плоскости. Однако скорости в касательно]! плоскости 
от направления распространения по зависят. В этом случае упругие свой
ства среды описываются пятью упругими модулями си, с12, ct3, с33, с*4 
либо Еи Е2, G,, G3, о3 (ось 3 паправлена перпендикулярно плоскости изо
тропии, т. е. по радиусу сферы, а оси 7, 2 лежат в плоскости изотро
пии, касательной к поверхности).

В работе [3] приведено решение, позволяющее вычислить ммпедансы 
такого слоя путем разложения функций, определяющих распределение но 
толщине слоя радиальной и тангенциальной составляющих смещений 
для каждой моды, в степенные ряды:

где е =  (г—R)/R> R = (R l+R2)/2 — средний радиус.
Коэффициенты ат и Ьт определяются из системы уравнений, приве

денной в работе [3]. При этом импедапсы будут вычисляться по формуле
м,

Zn=~iPn [со ] , е ,=  ( й , - й 2)/Д. (13)
т = 0

Как отмечалось в работе [3], минимальное число членов ряда, кото
рым можно ограничиться для топких оболочек, равно 3 (т. е. 2).
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При возрастании волновой толщины слоя и номера моды это число 
увеличивается.

На фиг. 2 приведена зависимость количества членов ряда Ми начиная 
с которого значения £«=—2„/(шЖ) стабилизируются, т. е. получаемые 
при увеличении Ж, последовательные значения £„ отличаются не более 
чем на Юг4. Из фиг. 2 следует, что при волновой толщине слоя &,lpfe<l,5 
достаточно ограничиться количеством членов ряда, равным 8-9.

Для изотропного слоя было проведено сравнение результатов, полу
ченных при помощи рядов (12), и точного решения в форме (10). При 
вычислении по формуле (13) удерживалось 
7 членов ряда. Для всех рассмотренных зна- Mf 
чепий п  («=0,3, 50, 100) результаты, иолу- 8 
чеиные этими двумя способами, практиче
ски совпадают. Отклонения возникают лишь 
при больших волновых толщинах. Это мож
но объяснить тем, что взятого количества 
членов ряда при вычислении по формуле (13) 
не хватает.

Заметим, что алгоритм (12) позволяет 
без дополнительных усложнений вычислять 
импедансы для оболочек, обладающих поте
рями, т. е. при комплексных значениях вол
новых чисел, в то время как для выполнения 
расчетов по формуле (10) требуется иметь 
программы вычисления цилиндрических 
функций при комплексных значениях аргу
ментов.

Для некоторых значений номеров мод 
колебании были выполнены расчеты импедансов трансверсально-изотроп
ной сферической оболочки из стеклопластика с параметрами: р=1,75 г/см3, 
£ ,= 1,75-М11 г/см/с2, E3=Gt=  0,7-101! г-см/с8, G#=0,28-10“ г-см/с2-, а3=  
=0,25, Л//?1=0,01. Вычисления производились как без учета потерь (т. е. 
для случая, когда коэффициенты потерь ,Пе1= т|е2==Лс1==т1оз==0), так 
и с учетом потерь при следующих значениях параметров: Цк1= ^ ез= у\о1 =  
=Т)сз=0,04, Т|е1==Т|ез= Г|с1 ~Цоз= 0,1.

На фиг. 3 приведена зависимость величины |£„| =  |2„|/(о)Ж) от волно
вой толщины kL3h для продольных волн в направлении оси R. Заметим, 
что резонансам слоя на фиг. 3 соответствуют не максимальные, а мини
мальные значения этой величины. Влияние потерь заключается в том, что 
|£п| при резонансных значениях kL3h не обращается в нуль.

Для определения типов волн, распространяющихся по оболочке в слу
чае трансверсальпо-изотроппой среды, можно провести рассуждения, ана
логичные рассуждениям для изотропного слоя. Например, для п=0 
(фиг. 3) второй резонанс наблюдается при k j j i~n .

Для «»1  па окружности оболочки должно укладываться п-1-0,5 воли 
и для определения скоростей этих волн, соответствующих резонансным 
значениям волновой толщины, можно воспользоваться выражением, ана
логичным (12):

Фиг. 2. Количество членов 
ряда Ми учитываемых при 
вычислении импедансов по 
формуле (13) (оболочка из 
стали), A*np/?i=lK), для мод: 
/ -  га=0; 2 -  п=50; 3 -  «=100

c»b=cL3A R I  ( ( и + 1/2) К) , (14)
где А — резонансное значение волновой толщины. Из последнего выраже
ния следует, что для «=100 первому резонансному значению Л =0,3 от
вечает волпа со скоростью cog~ 0 ,2 7 9 cl3.

Используя формулу (5) из работы [4], можно получить, что для 
трапсверсалыю-изотрониой пластины с теми же параметрами скорость 
изгибных волн удовлетворяет соотношению си«0,296сьз. Поэтому можно 
считать, что первый резонанс соответствует изгибной волпо в пластине. 
Второе резопапспое значение отвечает продольной волне.

Таким образом, выражения (2) для импедансов изотропных оболочек 
с учетом инерции вращения и сдвига могут быть использованы в диапа
зоне волновых толщин Aupft<(0,4—0,5), причем резонансные частоты до-
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Фиг. 3. Имледапсы различных форм колебаний трансверсалыю-изотроппой 
сферической оболочки из стеклопластика: 1 — расчет без учета потерь; 
£ - коэффициенты потерь равны 0,04; 3 -  коэффициенты потерь равны ОД;

а -п = 0, б - п = 100

статочио точно вычисляются и при больших значениях волновой толщины 
(до /спрй~2,5).

Для трансверсально-изотропной оболочки может быть применен алго
ритм определения импедансов, основанный на разложении в ряды (12), 
причем при волновых толщинах А:пр/г<1,5 можно ограничиться учетом 
8-9 членов.

С некоторыми изменениями этот алгоритм можно использовать не 
только для вычисления импедансов пустотелой трансверсально-изотроп
ной оболочки, по и для оболочки, заполненной средой, а также для слои
сто-неоднородной оболочки, каждый из слоев которой является трансвер
сально-изотропным.
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