
А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л
Т о м  XXXII 1 9 8 6 ' В  ы п .  1

УДК 534

О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ РЕЗОНАНСНЫХ АКУСТИЧЕСКИХ
МОНОПОЛЕЙ

Б оголю бов Б . Н .,  Окомелъков А . В ., О ст ровский, Л .  А .,
С лови н ски й  М . М .

Рассматривается поведение систем из двух и более резонансных 
монопольных излучателей, имеющих малые волновые размеры и возбуж­
даемых заданными гармоническими силами. Обсуждается также вопрос 
о решении обратных задач: определении распределения амплитуд и фаз 
сил, отвечающих заданным колебаниям мононолеи.

Вопрос о результирующем поле излучения системы монополей, имею­
щих заданные амплитуды и фазы колебаний, изучен достаточно хорошо 
[1, 2]. Вместе с тем реальные акустические излучатели, имеющие малые 
волновые размеры и высокую энергетическую эффективность, принци­
пиально являются узкополосыьши резонансными системами, и их импе­
данс по отношению к возбуждающей силе может существенно изменяться 
в зависимости от их взаимного расположения, вследствие чего меняется 
и их результирующее поле. Именно так обстоит дело, например, 
в случае электромагнитных излучателей звука, применяемых для исследо­
ваний в акустике океана [3].

В настоящей работе рассматривается взаимодействие резонансных 
высокодобротных монополей, возбуждаемых гармоническими силами. Здесь 
возможны различные постановки задачи: определение результирующего 
поля излучения при заданном распределении сил (прямая задача) или 
определение возбуждающих сил для заданного распределения амплитуд 
и фаз колебаний излучателей (обратная задача). Будем считать, что каж­
дый излучатель представляет собой пульсирующую сферу радиуса а 
и волновые размеры излучателей малы, т. е. ka<. 1, где к — волновое число.

Система уравнений, описывающая вынужденные колебания взаимо­
действующих моиополей, имеет вид

где rrii — собственная масса излучателя, К{ — его упругость, Ri — внутрен­
нее сопротивление, — возбуждающая сила, Pt — «собственное» давле­
ние, создаваемое i-м монополем на его поверхности, Ьц — расстояние меж­
ду центрами i-то и /-го излучателей. Связь между амплитудами смещения 
и давления определяется выражением

Исключая из выражений (1) и (2) амплитуду смещения, получаем для 
гармонических колебаний exp (ico£)) уравнения) для давлений

(—rriitf+itoRi+Ki) exp (—ika) —
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где toioo2=Ki/ ( n i i + M ) — резонансная частота изолированного излучателя 
в среде, М =4яра3 — его присоединенная масса.

Рассмотрим сначала несколько простых, но физически интересных си­
туаций, относящихся к решению прямых задач.

Два одинаковых монополя, возбуждаемых синфазными силами одина­
ковой амплитуды £Г0- В этом случае из уравнений (3) находим

Ри: 0)оо
+

0)'
М а 

т+М L
cos kL—i\ 26 +

М а
т+М L

sin kL )]■ :
(4)

где Р^=1&~0/ка-4паг — амплитуда давления, создаваемого изолированным 
излучателем, находящимся в резонансе, т. е. на частоте К/(т-\-М),
6=0,5[ (Н+ыМка)/(т+М)(о] — полный безразмерный коэффициент по­
терь изолированного излучателя. Из формулы (4) легко найти резонанс­
ную частоту такой системы

/  М а \  ~'!i
cop=cO ooll+— — cos kL  ) . (5)

x m+M L  '
Поскольку выражение (1) справедливо лишь при a<L , поправка к ча­

стоте за счет взаимодействия мала, однако для высокодобротной системы 
она может оказывать значительное влияние на ее резонансные свойства. 
Это влияние особенно существенно для эффективных излучателей, когда 
внутренние потери малы по сравнению с потерями на излучение. Полагая 
R = 0, о)=о)со(1+5), где |5 |< 1 , из выражения (4) находим

sin kL \ /  2S(т+М)
JL I " f Г  L 1 '

кЬ ' '  Мка +
cos kL 

kL
Отсюда легко видеть, что взаимное влияние монополей вблизи резонанса 
остается существенным вплоть до расстояний £~2яА г‘. Если сближать 
резонансные (5=0) монополи, то при имеем P/P00~kL-+ 0. Если же
при сближении система подстраивается в резонанс, т. е. co= cdp ( L ) ,  то 
P=P00( l + s i n k L / k L y i и при kL^-0  получим Р=Рсо/2. Таким образом, 
близкорасположенные синфазные монополи излучают в резонансе 
такую же мощность, что и один из них в отсутствие другого. 
Этот результат легко понять. Действительно, при kD< 1 два оди­
наковых монополя с заданными амплитудами при малых kL  должны из­
лучать вчетверо большую мощность, чем один, а следовательно, каждый 
из них должен при этом потреблять вдвое большую мощность, т. е. он 
должен возбуждаться в два раза большей силой. Если же фиксирована 
сила, то при сохрапепии условий резонанса амплитуда колебаний одного 
монополя будет вдвое меньше, чем в отсутствие другого.

Ясно, что эти соображения справедливы для любого числа монополей, 
расположенных в области, много меньшей длины волны, а также для мо­
нополя, находящегося вблизи жесткой стенки.

Пусть теперь два монополя возбуждаются равными по амплитуде, но 
противофазными силами. В этом случае получаем

.  СО со

‘ - V

м а
М+т L

cos kL - i (  2 6 -
М а

т+М L
sin kL)]- 1

(7)
Это выражение отличается от формулы (4) только сменой знака перед а. 
В частности, резонапсная частота такой пары монополей равна

/  • М  а \ - ' ,г

•  ( 8 >

При kL-+0 и фиксированном со=сОоо здесь снова P~kL-+ 0. Но при условии 
поддержания резонанса (о)=сор) результат другой: P /P ^ i s C k L ) -2, т. е. 
амплитуда колебаний сближающихся мопополей растет за счет уменьше­
ния их импеданса. Эти выводы справедливы и для монополя вблизи сво­
бодной границы. Заметим, что полученные выше формулы применимы
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и для других моделей резонансного диполя. Например, для модели твердой 
сферы, колеблющейся на унругой связи под действием силы с амплитудой 
ЗГ01 для установления такого «соответствия» достаточно положить 

a / L .
Пусть, наконец, сила, возбуждающая второй монополь, равна нулю. 

Решение для этого случая легко представить как суперпозицию двух пре­
дыдущих. Действительно, пассивный монополь эквивалентен двум совме­
щенным монополии, одни из которых возбуждается силой а другой 
силой — 2F. Используя выражения (4) и (0), получаем (при R = 0)
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В этом случае резонансная кривая системы имеет два максимума на 
частотах

1 М  /  cos 2 kL
1 =t -г - гг-—  к а  у  1 +соР1 ,i= ® ~  [ Л - ( 10)

2 М+т  '  (kL)
Легко показать, что при это выражение всегда действительно, а по­
правка к частоте мала. На высшей из резонансных частот (10) такая си­
стема излучает как диполь, а па низшей — как монополь. На частоте 
0)=(0со резонансная кривая имеет . минимум и, как легко показать, при 

1, P2= —Pi—iPik b 1 что соответствует диаграмме в виде кардиоды, при­
чем максимум направлен в сторону активного монополя.

Уже для трех монополей число возможных вариантов резко увеличи­
вается. Примем, что мопополи расположены эквидистантно па одной пря­
мой, а силы крайних монополей равны, хотя и могут отличаться от 
силы центрального мопополя З Г Положим exp (nj)), где в об­
щем случае сс̂ М, я^О. Тогда, считая, как и прежде, к а <  1, a < L ,  из урав­
нений (1), (2) нетрудно получить выражения для амплитуд давлений 
Pi и Р2, создаваемых соответственно средним и крайними монополями:

Pi
loo

w z =

exp[ £(г|)—kL) ]
= 1 + ----- *-----17?----------- 'ikL
1+ (a/kL) exp [ i (я|)—kL) ]

( 11)
P2eo 1— (1+4/ikL) exp (—2ikL) /2ikL  *

Интенсивность излучения в заданном направлспии (нормированная на 
суммарную интенсивность излучения трех невзаимодействующих мопопо- 
лей) равна

| Wi+2W2a  cos {kL cos Q) | z
& (“ ) =  ■-------------- гттп--------- / .. ч , v ------------ > ( 11а/1+ 2 |аехр(й|))

где 0 — угол, отсчитываемый от оси, па которой расположены излучатели.
В частности, для синфазных сил (тр=0) нормированная интенсивность 

в плоскости, перпендикулярной оси системы (0= 0), равна
л (кЬУ
а , ~  u + w x

у  [ (V2)cos 2kL—2 (1+g) cos kL]2+[kL(  1+2a) +
[ (kL) 2+2 cos kL+ (kL/2) sin 2kL] 2+

+  (V»)sin 2kL—2 (l+ a )s in  kL]2 
+  [2 sin 2k L -  {kL/2)cos 2kL]2
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Предельным случаем задач, обсуждавшихся выше, можно считать 
одномерную периодическую решетку из очень большого числа (N>  1) 
мопополей. Рассмотрим сначала случай N  монополей, возбуждаемых оди­
наковыми синфазными силами. Ясно, что все моиополи, кроме нескольких 
крайних, находятся в практически одинаковых условиях. Поэтому для 
.основной массы монополей задача сводится к решению пары уравнений
(1), (2) (или, что то же самое, уравнение (3)), причем в последнем члене 

уравнения (1), отражающем влияние «чужих» монополей на данный, 
можно положить Pj=Pi, и для эквидистантной решетки его вычисление

со

сводится к суммированию ряда Р , (exp (—inkL)/n).  В результате не-
П = 1

трудно найти выражение для давления на каждом монополе (при (О=с0оо):

■—•== /с£[л(25+1)—iln{2[l — cos(/cL—2я5) ]} ]_|, (12)
1 оо

где S=E(kL/2n),  Е(х)  — целая часть (функция Антье).
Зависимость величины |.Р/Рсо|2 от расстояния между излучателями 

для двух, трех и N>1  одинаковых синфазных мопополей показана на 
фиг. 1. Отсюда видно, что максимальный выигрыш по мощности за счет 
взаимодействия мопополей близок к 3. Примечательно также, что макси­
мум излучаемой мощности для всех этих случаев но нормали к оси си­
стемы лежит в довольно узком интервале расстояний (&//^4,7н-Г>,5), ко­
торый, таким образом, можно считать оптимальным. На фиг. 1 показан 
также случай противофазных излучателей.

Любопытно отметить, что уравнения (1), (2) в случае 1 аналогич­
ны уравнениям одномерной решетки атомов; эта аналогия позволяет, на­
пример, записать все резонансные частоты системы. Итак, даже при зна­
чительных расстояниях между резонансными излучателями их взаимное 
влияние оказывается существенным.

Пакоцец, обсудим особенности обратной задачи, заключающейся в оп­
ределении сил, создающих заданное распределение амплитуд и фаз дав­
ления для каждого излучателя. В общем случае решение этой задачи 
дается формулой (3). Необходимое распределение сил описывается сле­
дующим выражением:

Здесь

STi

ZTi со

iF.-co =

=  l+^L,((o)S,(ft))exp(i[-^- +  ср((со)—Ф,(со) j |  .

28<Ы)Р<Ы+М) ГГ я  11
— ех р |г [  Ф.((о) 0< —J I

ря2Л(((в)

(13)

(14)

отвечает изолированному монополю, / \  — амплитуда, 0* — фаза давления 
на i-м излучателе, А с 1 (со) — амплитудная характеристика излучателя, 
Фг(со) — его фазовая характеристика. В<(о)) и ср,(со) зависят только от 
взаимного расположения излучателей и их амплитудно-фазового распре­
деления давлений и определяются выражениями

Bi ((о) =  mod { м
2bi(m+M) Pt LiS- X i  -J —  exp [ i (0i- Q j - k L i j )  ] } ,

ср, (ю )=  arg { ^  ~  exp [i (9—0—кЬц] .
m i  Lii

(15)

Из этих формул легко найти амплитуды &~t и фазы ф,- возбуждающих 
сил. Рассмотрим некоторые простые частпые случаи. Пусть все излучате­
ли идентичны, а потери в пих малы по сравнению с излучением, тогда 
при N = 2, 4, Л = Р 2, 02—01=тг/2 (при этом, очевидно, получается кар-
диоидная диаграмма направленности) получим ^"i=5r 2= l/i^< » , ^ 2—̂ 1 =  
=64°, т. е. взаимодействие существенно изменяет амплитуду и фазу сил.
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Определенный интерес представляет задача о таком возбуждении «ли­
нейки» из N > 1 эквидистантных излучателей, при котором все они колеб­
лются одинаково, т. е. P<=constf 0»=O. Так, при Ь=Х/ 4 получаем для излу­
чателей, находящихся в центре, У = 2.^» , а для крайних излучателей 
^ = 1,5^ 00, при Ь = \ / 2 эти величины равны соответственно 1,05 и 1,025 — 
в этом случае влияние взаимодействия весьма мало, что соответствует 
приведенным выше соображениям. В случае Ь=Х излучатели «запирают» 
друг друга, так что при N-*•<» силы неограниченно растут. Однако простые 
оценки показывают, что даже соотношение 8Г= » достигается при

сс

Фиг. 1. Интенсивность излучении системы монополей на оси диаграммы направлен­
ности, нормированная па интенсивность системы изолированных монополей. / -  два 
монополя с синфазными силами (о) = а ) о о ) ,  2 — три монополя с синфазными силами 
(о)=(ооо), система из N» 1 монополей, 4 -  два мононоля с синфазными силами

(о)=(ор), 5 -  два монополя с противофазными силами (со=сор)
Фиг. 2. Изолинии нормированной интенсивности на оси диаграммы направленности 
для трех резонансных монополой при /с£=5. Рассматривается плоскость перемен­

ных a, ф, А -  точка оптимума для формулы (16)

N > 1000, тогда как, например, при N=16 получаем ^"=1,25^~оо, т. е. 
в реальных условиях взаимодействие многих монополей при Ь>Х/4 почти 
всегда мало. Наконец, одна из практически интересных задач может за­
ключаться в оптимизации распределения сил по тому или иному крите­
рию. Обсудим случай трех эквидистантных монополей, поле которых опи­
сывается формулами (11). Потребуем, например, выполнения следующего 
простого условия: наличия максимальной интенсивности излучения в нор­
мальной плоскости при заданной полной мощности излучения. Этот кри­
терий, очевидно, эквивалентен задаче об экстремуме функции

я /2

< D ( / c L , a , t | ) ) = G ( e = j r / 2 )  / —  j  G (9) sin 0<Ш, (16)
'  Я о

где G(0) дается формулой (11а). Анализ этого выражения, сводящегося 
к элементарным функциям, показывает, что максимум соответствует 
значениям ф ^ —0,2 рад^ —11,5°; а^1,4; кЬ^Ъ  (фиг. 2). Таким образом, 
оптимальным в этом смысле является почти синфазное возбуждепие мопо- 
полей, находящихся на расстоянии L ^ 0,8X, причем амплитуды сил на 
крайних монополях должны быть несколько больше, чем на среднем. Это 
объясняется различием в условиях возбуждения среднего и крайних 
мопополей. В оптимальном случае боковые лепестки в диаграмме направ­
ленности системы еще достаточно малы (не более 25% от основного).



Заметим, однако, что выигрыш в значении Ф по сравнению со случаем 
равных амплитуд и фаз составляет всего 11%. Для большего числа моно­
полей тем более достаточно взять равные амплитуды, поскольку «выде- 
ленность» крайних монополей, очевидно, уменьшается с ростом N.

Итак, даже для значительных расстояний между монополями их 
взаимное влияние в резопансном случае оказывается существенным.

В заключение отметим, что рассмотренный здесь случай заданных воз­
буждающих сил является в известном смысле противоположным извест­
ному случаю заданных амплитуд колебаний монополей. Представляет 
интерес и более общин случай, когда, например, задана лишь электриче­
ская ЭДС, возбуждающая электромагнитные излучатели, которые могут 
создавать различные механические силы в зависимости от реяшма излу­
чения [3].
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