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Получено дисперсионное соотношение для жидкости с пузырьками 
пара, непрерывное в дорезонансной области. Показано, что в случае 
интенсивных фазовых переходов на границе пузырек -  жидкость нельзя 
переходить от уравнений, описывающих распространение волн в обе 
стороны к эволюционным уравнениям, описывающим распространение 
воли в одну сторону.

Рассмотрим жидкость, находящуюся на линии насыщения и содержа
щую нузырыш пара. Основные уравнения пузырьковой суспензии имеют 
вид [ I ] :
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где pi — плотность жидкости, p — плотность смеси, p  — давление в смеси, 
p (R ) -  давление в газе, Я —радиус пузырька, qLqv — тепловой поток на 
межфазной границе со стороны жидкости и пара соответственно, Ср — теп
лоемкость жидкости, п  — концентрация пузырьков, L  — удельная теплота 
парообразования.

В приближении слабой нелинейности (1) может быть сведена к одному 
уравнению для возмущепия давления в смеси [ 1 ]:
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А>=  (т/;о/рофо) ’/г «замороженная» скорость звука, 2р= й02/3ф0 — параметр 
дисперсии пузырьковой смеси, <р0 — начальное газосодержание смеси, р2 — 
йлотность пара.

Согласно (1), влияние процессов межфазного обмена на распростра
нение возмущений давления в парожидкостной смеси определяется темпе
ратурным полем в несущей фазе. Для определения теплового потока q L 
как функции давления в смеси рассмотрим задачу о теплообмене парового 
пузырька с окружающей жидкостью. В рамках квазиравновесного подхо
да одним из краевых условий к уравнению теплопроводности
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(я, — коэффициент температуропроводности жидкости) с однородным на
чальным условием Г (г, О)= Т 0 служит выражение

Т (Я, t ) = T s (t), ' (4)
т. е. считается, что какая-то часть вещества на межфазной границе пре
терпевает фазовый переход, так что ее температура всегда равна темпе
ратуре насыщения, соответствующей текущему давлению в смеси. В ка
честве второго граничного условия в двухтемпературных моделях приии-
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мается выражепие
(5 )lim Г(г, t )= T  о

Г - ¥  СО

— условие певозмущенности температурного поля в жидкости вдали от 
пузырька. При этом, естественно, считается, что длина тепловой волны
Яг«У2а,/со" много меньше расстояния между пузырьками и это наклады
вает ограничение па частоту возмущения.

Решение такой задачи известно [2] и записывается в виде
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В выражении (6) возмущение температуры ДТв заменено возмуще
нием давления Др в соответствии с линеаризованным уравнением Клапей- 
рона-г- Клаузиуса

АТ б=  (TsoIpzL) Др. ■ (7)
Однако такой подход не позволяет описать равновесную ситуацию, так 
как 7Too=const¥=71s (^).

В случае, когда тепловая волна одного порядка с расстоянием между 
пузырьками, можно применять специальную низкочастотную модель [3].

Таким образом, можно сказать, что до последнего времени не сущест
вовало моделей, справедливых во всей дорезонансной области частот. 
Исключением является работа [5], однако и в пей решались разные 
тепловые задачи для низко- и высокочастотных случаев.

Для записи непрерывного в дорезонансной области дисперсионного 
уравнения воспользуемся ячеистой моделью парожидкостной смеси [4]. 
Полагаем, что каждый пузырек окружен ячейкой жидкости радиуса 52, 
который определяется из объемного паросодержаиия

5 2 - Д Л ф .̂ (8 )
На границе ячейки ставится условие адиабатичности

Решая уравнение (3) на интервале Д>г>52 с однородным начальным 
условием и краевыми условиями (4), (9) методом Лапласа, получим с 
учетом (7) изображение теплового потока на межфазпой границе
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(11)
— передаточная функция системы пузырек — ячейка, s — параметр 
Лапласа, &  (Ар) — изображение начального возмущения давления, 1= 
=52—Д0, — коэффициент теплопроводности жидкости.

Таким образом, для гармонического возмущения давления р=  
= р 0 exp ( m t )

c/l = G[ (гео)ро exp (ш£). (12)
Из выражения (12) и уравнения (2) нетрудно получить дисперсионное 
соотношение — связь волнового числа к с частотой со

к 2
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Для больших sy что соответствует высоким частотам, исследование 
асимптотического поведения передаточной функции (1) показывает [10], 
что тепловой поток может быть вычислен но формуле (6), т. е. в соответ

ствии с двухтемпературной моделью. Следо
вательно, в высокочастотной области диспер
сионное уравнение (13) совпадает с извест
ным [6].

Рассмотрим случай s-^0(o)-^-0, 
Воспользовавшись представлением экспо
ненты в ряд, для ф0<1 из (И ) получаем вы
ражение . . •

< Ы >

I

Переходя теперь от изображения к ориги
налу, имеем выражение для теплового 
потока:
qL=  (6,J,p,7,fioflo/3(pop2i )  ш  exp (m t —ikx) (15)
при гармоническом воздействии и
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Фиг. 1. Фазовая скорость на 
низких частотах. Пароводяная 
смесь при атмосферном дав

лении ' при произвольном.
С помощью выражений (13) и (14) нетрудно показать, что фазовая 

скорость Сф=со//с с уменьшением частоты стремится к равновесному пре
делу: 11тСф=ся= ( £ 2р2/Срр1̂ В27У),/1 рассчитанному, например, в [2].

о»—» 0
Подставляя выражение (1(5) в уравнение (2), получаем уравнение, 

описывающее распространение волн давления при большом времени 
наблюдепия
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При выводе (17) учитывался тот факт, что для нормальных условий
с0 >са.

Чаще всего исследование акустических свойств парожидкостной среды 
закапчивается получением дисперсионных соотношений. Однако диспер
сионное соотношение (13) можно положить в основу расчета структуры 
и динамики линейных волн. Разлагая начальное возмущение в дискрет- 
пый ряд Фурье, а затем на каком-то расстоянии от начала отсчета «соби
рая» гармоники обратпо в сигнал и используя при этом аппарат быстрого 
фурье-преобразовапия (БФП), можно восстановить структуру трансфор
мировавшегося из-за дисперсии сигнала.

В экспериментах по изучению волп давлепия в парожндкостной среде 
в качестве характерной скорости распространения возмущений регистри
руются значения, отвечающие с0, а не cs. Дело в том, что характерная 
длительность наблюдепия сигналов — 10~3—10“2 с, т. е. на 3 порядка мень
ше времени необходимого для проявления равновесной скорости св. Это 
следует из анализа дисперсионного соотношения (12). На фиг. 1 (вре
менной масштаб 1 с) штриховой линией приведен график фазовой ско
рости из [6, 7]. Как видно из анализа фиг. 1, при частоте наложенного 
возмущения о)->-0, фазовая скорость с*ф, рассчитанная по [6, 7], стремит
ся к нулю.

Таким образом, для исследования структуры и динамики волн, наблю
даемых в эксперимепте, тепловой поток qL можно взять в виде (3). В этом 
случае уравнение (2) принимает вид

L c > д г ( Ь Р 2 ) Г р
df- 0 дх* 4+1 0 дхЛ  р0 )
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Фиг. 2. Линейные полны в воде с пузырьками пара. Пунктир — начальный импульс: 
а — ро=105 Па, б -р о в 5-105 Па. 1 -  решение по (20), точками показан эксперимен
тальный профиль [9]; вода, 1 атм, со=Ю0 м/с, а=0,02 с“ ,/2; 2 -результат расчета 
линейной волны, начально взятой и виде «ступеньки», сделанный по дисперсное 
ному соотношению (13) при £=0, с помощью дискретного фурье-преобразовании и

процедуры БФП [8 ]

Фиг. 3. Эволюция финитного сигнала при различной интенсивности межфазного
взаимодействия: а — ро=Ю5 Па, б-/>о=5-105 Па

— а  —  (бАр + j ^ - = d t ) .  (18)
dt '  0 д% Vt—т - '

Здесь

« =  Зт/>Д‘ - ! =  [<?-*], в -  — [ с - * ] .
Д 0 ( р 2 / > ) 2 У а , я  Д 0

Уравнение (18) имеет вид уравнения Буссинеска с интегральной правой - 
частью. Это уравнение описывает волны, распространяющиеся в обе сто
роны, и на его осповс можно рассматривать задачи, связанные с отраже
нием и взаимодействием волн. Динамика нелинейных волн в парожид
костной среде изучалась па основе этого уравнения, которое интегрирова
лось численными методами.

Уравпепие (18) эквивалентно исходной системе уравнений, которая 
описывает распространение упругих волн и тепла. Возникает вопрос, 
всегда ли правомерен переход от уравнения (18) к уравнению для волн, 
распространяющихся в одну сторону — к эволюционному уравнению. 
Формально это сделать можно всегда, если предположить, что существуют 
С+- и (^..-характеристики.
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Если в уравнении (18) не учитывать дисперсионные эффекты Q}=0) 
и перейти к рассмотрению волн, распространяющихся в одну сторону, то 
в линейном случае оно принимает вид

dp dp a  f др 1
—  + с0— =  - — J —  т = г
dt дх 2  о дт Vt—т

dx. (19)

Уравнение (19) имеет решение для случая, когда начальное возмущение 
задано в виде «ступеньки» [1]:

p=Po erfc(
аУлх

2 c j t —x/c<v (20)

Это решение было положено в основу сравнения с экспериментальным 
профилем волны [1] (фиг. 2, а). Нетрудно заметить, что линия / расхо
дится, а 2 хорошо совпадает с экспериментальным профилем. На фиг. 2, б 
приведены аналогичные расчеты и сравнения, но для параметра а =  
=0,002 с"7*. Это отвечает экспериментам па воде с повышенным началь
ным давлением р0~ 5 атм [9]. Кривые 1, 2 и экспериментальный профиль 
неразличимы.

Ответ на вопрос «в чем дело?» содержится в решениях полного уравне
ния (18). В качестве начального возмущения взята кривая Гаусса, кото
рая в случае, когда а = 0,002 с-7**, разбивается на два возмущения, разбе
гающиеся «вправо» и «влево» (фиг. 3, а), а в случае, когда а = 0,02 с~'Л, 
начальный «колокол» не успевает расцепиться и эволюционирует как це
лое (фиг. 3,6). Это случай, когда решение уравнения (19) расходится с 
решением уравнения (18) при [}=0.

Проведенное исследование показывает, что в случае, когда имеет 
место интенсивный фазовый переход на границе пузырек — жидкость, 
рассмотрение воли, движущихся в одну сторону, не правомерно (случай 
а=0,02). Существо явления состоит в следующем. Рассматриваются па
раллельно две задачи: «гиперболическая» — о распространении волн и 
«параболическая» — о распространении тепла. Поэтому «гиперболиче
ский» вид оператора в «левой» части уравнения (14) не гарантирует су
ществования С+- и С_-характеристик из-за наличия правой части. А это 
условие (существование и С_-характеристик) является необходимым 
при переходе к эволюционному уравнению.
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