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ПРИБЛИЖЕНИЕ МАЛЫХ НАКЛОНОВ В ЗАДАЧЕ 

РАССЕЯНИЯ ЗВУКА НА НЕРОВНОЙ ЖЕСТКОЙ ПОВЕРХНОСТИ

Кузнецова E.J1 .

Изучение рассеяния звука на неровных поверхностях является классической за­
дачей акустики. Однако построение точных решений, описывающих этот процесс, 
даже в простейших случаях весьма затруднительно, так что на практике приходится 
пользоваться приближенными методами, основанными на малости каких-либо пара­
метров. Наиболее часто применяющимися подходами к задачам рассеяния являются 
приближение Кирхгофа (метод касательной плоскости), метод малых возмущений, 
а также различные их комбинации. Другой метод, основанный на малости наклонов 
рассеивающей поверхности, был разработан в работе [1] для случая так называемой 
«мягкой» поверхности. Целью настоящей работы является обобщение последнего 
подхода для другого важного в теоретическом отношении случая («жесткой» поверх­
ности), т. е. рассеивающей поверхности, на которой нормальная производная звуко­
вого давления обращается в нуль.

Введем в трехмерном пространстве декартову систему координат с осью Z, на­
правленной вертикально вверх. Рассеивающая поверхность задается уравнением 
2= ц (г), где г -  горизонтальная компонента радиус-вектора (г, z). Рассмотрим отра­
жение плоской монохроматической волны, падающей на поверхность снизу. В этом 
случае полное иоле, удовлетворяющее уравнению Гельмгольца A4f+A:24f=0, можно 
представить в виде

=  gJXor+iVoz
.! £(х0х)е**г- ^ 2 dx,

где v=V&2—я2, lm v>0, а £(хо, х) — амплитуда рассеяния плоской звуковой волны с 
волновым вектором (х0, Vo) в волну (х, —v). Функция S(xо, х) полностью опреде­
ляет рассеивающие свойства неровной поверхности. Строго говоря, представление (1) 
годится лишь при z< m inrj(r) и имеет место во всем полупространстве 2<ц(г) 
только в том случае, если справедлива гипотеза Рэлея. Будем использовать (1) для 
построения приближения, имеющего асимптотический смысл, так что вопрос о схо­
димости интеграла не существен [2]. Используя гипотезу Рэлея, запишем граничное 
условие на жесткой поверхности (d'P/дп)=0

(v0—XoVt](г ))ezxor+tvon(r) _  S(x0,x ') (v 4 x ,Vi}(r))c’* r- iv' ,Kr) dx'=0. (2)

Домножим обе части соотношения (2) на e“,’xr+<v4(r) и проинтегрируем но г. Исполь­
зуя тождество, которое можно легко получить, исходя из формулы Грина (интегри­
рования но частям),

f х+х' СI e- i(x -x ')r (e<(v-v')ti(r)_l)dr _ -------- -  J  e-4x-x')>r+,4v-V)ll(r)VT](r) (ir?V +V
(2) можно переписать в виде:

5(х >, x)v=v0 |
dr
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(2л)

- x 0J  е-*<к- * 0 >r +  M v + v 0) T | ( r ) y Tj ( r )
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(2л)
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d r
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Уравнение (3) является отправным пунктом дальнейших рассуждений. Заметим, что 
при малых наклонах рассеивающей поверхности е«М (е^  | Vrj | ) второе и третье сла­
гаемые в правой части уравнения (3) содержат малый параметр. Это обстоятельство 
позволяет строить асимптотическое разложение амплитуды рассеяния 5(хо, х) по 
степеням е, решая (3) итерациями. Малость параметра | Vt| | является непремен­
ным условием, при котором имеет смысл итерационная процедура. В нулевом 
приближении имеем:

Vo Г dr
S0(xо х ) = —  I e - i<*-*o>r+f<v+vo>Tir -------- .

v J (2л)2
Первая итерация дает

Г drS j (х0, х) =  J (Vo-XoVllt^Je-Hx-xoJr+Hv+VoJrKr),--------
I (2л)2
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Выражение (4) можно значительно упростить. Во втором слагаемом множитель 
ef(v'-v)(ti(r)—п(*')> можно заменить единицей, поскольку в тейлоровском разложении

* . ( V' - v ) ( 4 ( r ) - n ( r ' ) ) = 1  +  ̂ v ' _ v ) ( Л  ( г ) - ц ( г ' ) )  +  . . . .  ( 5 )

а-й член ряда вносит в £ (х0, х) вклад ~еп (в этом можно убедиться прямым вы­
числением). Следует отметить, что при нахождении следующего приближения для 
амплитуды рассеяния нужно учитывать уже два первых члена ряда (5). Вводя 
T]q=  J r\(r)eiqtdr, 5i(x0, х), можно записать в виде

Si К , и) =  5 (v0 -  х0 V Т] (Г) в-* <*-*■><v+v->* «  рЦр -
-i  (х-х0-<7) гИ (v+v0) ч (г). dr

(2л)* ( 6 >

Заметим также, что во втором слагаемом в (6) можно положить
v0 /  2и — q \  (  х  +  *о

« К *  -  v„ - 7 + * ; »Vx-q

поскольку величины

* -  ч -  Vx-x - q  V  +  V.x-q

J( x - x o - q ) m; q i l q e - * ‘ <x - * o - q ) r + i ( v + v 0)..r
dr

(2л)
dq при помощи

интегрирования по частям могут быть преобразованы в слагаемые порядка е2. С уче­
том сказанного, выражение для 5 (х 0, х) с точностью до величин ~е можно записать 
в виде

2(/с2- х 0, х) f dr5 ( * ) ( х 0, х ) = - - - :- - - :— J  e - l' ( x - xo)r+#(v+ v0)n(r ) _ _ r e  (у).
v(v+v0) (2л) 2

Для того чтобы найти амплитуду рассеяния с точностью до величины ~е2, нужно 
сделать еще одну итерацию исходного уравнения (3). Вычисления, аналогичные 
проделанным, дают
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xn+q <1 (2л)2 dq. (8)

Следует отметить, что формула (8) лишь уточняет выражение для £(х0, х) (7), 
Однако существуют задачи, в которых это уточнение оказывается нетривиальным. 
Рассмотрим, например, рассеяние звука на ансамбле случайных реализаций рассеи­
вающих поверхностей с гауссовской пространственно-однородной статистикой. Усред- 
пепие формулы (8) по ансамблю дает

<5<2>(хо, х)>=Рб(х—х0),
где Р = е -2<**(1-Д)

2 +  *оЧ)2 .— v02 )Gqdq.^  2 С /  (V  +
J  V v̂ -q

(9)
( 10) 

(11)

Здесь V имеет смысл среднего коэффициента отражения. Gq -  преобразование 
Фурье от корреляционно!! функции С(р) =  (т](г)ц(г+р)), где ломанные скобки озна­
чают усреднение по ансамблю (<^qi'nqa#>=Gq,6(qi— Цг)), а а2=  <т|2(г)>=* J Gqdq -  
среднеквадратичное отклонение рассеивающей поверхности от горизонтальной. 
Заметим, что подынтегральные функции в выражениях (8) и (Н) имеют особенности 
при vx0±q= 0  и vx±q=0. Однако если r\q и Gq непрерывны в этих точках, особенность 
является интегрируемой. Малость поправочного члена Д по сравнению с единицей в 
выражении (10) дает условие применимости предложенной асимптотической теории. 
Пусть L — характерный радиус корреляции неровностей и 82=<(Vt])2)=  \ q zGqdq — 
среднеквадратичный наклон случайной поверхности. Основное условие — малости на­
клонов — можно записать как e= o /L < 1 . Для Д справедлива следующая оценка 
(здесь ср- угол скольжения падающей волны):

kL<& 1 A~e2kL/s\n ф

kL^>  1 Д tg2q> ср >  (kL)-V*

±  ,ш >/, v < № - 4'
ср v 1 (скользящее падение).

Легко видеть, что в обоих случаях для применимости предложенной теории наряду 
с условием o/L<z 1 должно выполняться условие о/£<ф. Отметим также что для



детерминированной поверхности формулы (7) и (8) не описывают волн, рассеянных 
под малыми углами, а именно ф '» о /£ , где ф' -  угол скольжения рассеянной волны 
(это обстоятельство, в частности, следует из теоремы взаимности). Важный случай 
периодических рассеивающих поверхностей требует отдельного рассмотрения, по­
скольку функция при этом представляет собой бесконечную сумму дельта-функ­
ций, а рассеяние происходит в дискретных направлениях (дифракционные спектры). 
Рассмотрим для простоты двумерную (х> z) задачу, так что волновые вектора х 
и х 0 имеют только по одной компоненте и для дифракционных спектров связапы 
равенством х т,= х 0+пр, где п=0±1, ± 2 . . . ,  р=2л/£ , L -  период поверхности. Если 
отношение к—Хо и р является целым числом (к—х,о)/р=т, то амплитуда рассеяния 
m-го спектра, вычисленная но формуле (8), обращается в бесконечность. В этом слу­
чае условием применимости предложенного асимптотического метода будет неравен­
ство <р'»о/£, где ф '= т т { |ф п  |}, фп' -  угол скольжения я-го рассеянного спектра. 
Подчеркнем, что такое же ограничение возникает в приближенных методах Кирхгофа 
и малых возмущении.

Рассмотрим связь приближения малых наклонов с упомянутыми выше класси­
ческими подходами. При условии малости параметра Рэлея (vo+v)T](r)cl, являю­
щимся одним из условии применимости метода малых возмущений, формула (7) дает

S «  (х0, х) =  S (х — х0) +  2i к-  ■ tlx_Xo.

Это совпадает с расчетом по первому приближению метода малых возмущений. Рас­
смотрим теперь асимптотическое поведение £<2,(х0| х) при к-»-00 (предельный пе­
реход к методу касательной плоскости). В этом случае q/k~i/kL<zl  и подынтеграль­
ные функции в формуле (8) можно разложить в ряды Тейлора vxo+q^vo— ((x0q)/v0), 
v*-q =v-i-(xq/v), после чего выражение для £<2>(х0, х) легко преобразуется к виду

1 / х-Хо \ f dr
S(2)(x0, x ) = — I v + x -------- ) I ef(x.-x>r+f<vo+v)TKr)-------- . (12)■ V V V + Vo / J (2л)2

Заслуживает внимания то обстоятельство, что выражение для амплитуды рас­
сеяния (12) полностью совпадает с выражением, полученным методом касательной 
плоскости [3], а не с точностью до величин порядка е2, как можно было ожидать. 
Таким образом, область применимости приближения малых наклонов покрывает 
область применимости метода малых возмущений, а при дает результаты,
асимптотически эквивалентные результатам метода касательной плоскости.

В заключение приведем выражение для индикатрисы рассеяния звука шерохова­
той поверхностью. Вычисляя, исходя из (7), поле в дальней зоне по отношению к 
некоторому рассеивающему участку поверхности и пользуясь определением инди­
катрисы рассеяния, приведенном в [4], получим, что

4 (А2—х 0х )2 Г dr
m ,  --- ----------------------------e -o*(v+v„)*  e « ( x o - x ) r ( e (v-|.v0) * G ( r ) _ _ l \  ------------- t

(v+Vo)2 J (2я)2
Заметим, что данная формула в упомянутых предельных случаях также переходит 
в выражения для индикатрисы рассеяния, даваемые методами касательной плоскости 
и малых возмущений.
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