
Р, отн.ед.

Зависимость амплитуды звукового давления от глубины в 
относительных единицах. Частота излучения 125 Гц: 1 -

эксперимент, 2 — расчет

той модели дна. На более высоких частотах ошибка в определении фазы оказывает­
ся одного порядка с ее величиной.

Полученные результаты не позволяют подробно судить об акустических свой­
ствах грунта и носят предварительный характер, однако онн подтверждают реали­
зуемость и эффективность выбранной методики измерений. При измерениях на глу­
бинах в единицы — десятки длин волы звука, использованный метод является наи­
более перспективным. На более низких частотах, где лучевые представления не­
пригодны, наиболее перспективны методы измерения импеданса дна с помощью* 
датчиков давлепия и колебательной скорости [4].
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УДК 539.3
АНАЛИЗ ВОЛНОВЫХ ПОЛЕЙ, ВОЗБУЖДАЕМЫХ В УПРУГОМ 

СТРАТИФИЦИРОВАННОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ, ПОВЕРХНОСТНЫМИ
ИСТОЧНИКАМИ

Б а б е ш к о  В .  А . ,  Г л у ш к о в  Е . В . ,  Г л у ш к о в а  I I • В.

В сейсмологии, вибросейсморазведке, гидроакустике, дефектоскопии, при расчете 
динамики оснований сооружений и при проектировании виброизоляцнп возпикает 
необходимость исследования законов колебания неоднородных упругих сред. Мно­
гочисленные результаты получены здесь на основе лучевого подхода, однако в его 
рамках нельзя точно учесть лсточпик колебаний. Учет источника приводит к ип- 
тогральпым представлениям смещений частиц среды с помощью матрицы Грина, 
сформированной из решений соответствующих задач для элементарных сосредото­
ченных поверхностпых напряжений (поверхностный источник), либо объемных сил 
(объемный источник). Явный вид матрицы Грина может быть получеп для огра­
ниченного набора однородных сред (слой, полупространство, шар и т. д.), в общем 
случае для ее построения используются численные методы.
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Интегральные представления, в отличие от лучевых, дают суперпозицию всех 
лолп, возникающих в среде в результате отражений и преломлений на неоднород­
ностях и границах слоев. Выделение волн требуемого типа является самостоятель­
ной достаточно трудоемкой задачей.

Авторами в течение ряда лег ведутся работы по изучешпо динамики неодно­
родных сред, базирующиеся на использовании интегральных представлений. Раз­
работаны и реализованы на ЭВМ методы построения матрицы Грина и решепия 
интегральных уравнений, описывающих взаимодействие источника со средой, про­
ведены численные исследования. Цель настоящей публикации -  дать краткое описа­
ние общей схемы анализа волн на основе интегрального подхода, а также ряда но­
вых численных результатов. Для простоты изложение ограничивается случаем 
поверхностного источника, для внутренних источников, моделируемых объемными 
силами, отличия в построении решения но носят принципиального характера.

Рассмотрим упругое полупространство (— у<°°, — «><z<0), коэффициенты 
Ляме X, [1 и плотность р которого зависят от вертикальной координаты z. Устано­
вившиеся гармонические колебания частиц среды вызванные вибрацией на
его поверхности недеформируемого штампа (и(я, у , 0)=f(:e, у), (х, y )^ i l ,  Q -  
облаегь контакта), с помощью преобразования Фурье но горизонтальным координа­
там ху у  могут быть представлены в виде [1]:

u=/Cq= JJ" k ( x —%, г/—т], z)q(|, т))й| di\ =  (1)
Q

2я

-------- 11 K ( a, *f, z)Q (a,7) е-*<а*х+а*>а dу da,
4я 2 г о

k  — матрица Грипа полупространства, a j= a  cos у, a 2= a  sin y,
1 — i (а!2М +  a 22N)ja* —  iaict2 (M —  N)/a2 — ia* P |j

к  = —■ iaia2 (М  — N)/a2 — i (ai2JV +  a 2W )/a2 — ia2 P 1
a i S /а* a2S/a2 R  1

M, Ny Py Ry .S’ -фуикции от a, z; qe~ital={xXzy ту2, oz} -  вектор поверхностных напря­
жений, возникающих иод штампом, if, Q -  преобразование Фурье от /г, q; множи­
тель е~ш* в дальнейшем опустим. О выборе контура Г будет сказано ниже.

Для практического использования представления (1) необходимо: построить 
матрицу К; правильно выбрать коптуры интегрирования; по заданным f опреде­
лить q; разработать и реализовать па ЭВМ асимптотические и численныо методы 
расчета интегралов (1) в дальней и ближней зоне.

Методы построения матрицы Грина стратифицированной среды (матрицы упру­
гих импедансов по [2, 3]) разделяются па две группы. Во-первых, это методы, осно­
ванные на аппроксимации произвольной зависимости ее свойств от z ступенчатой, 
т. е. на замене непрерывно-неоднородной среды слоистой. Выражение для вектора 
напряжений — перемещении в каждом из однородных слоев строится в явном виде, 
а при удовлетворении условий контакта между слоями возникают системы линей­
ных алгебраических уравнений блочно-диагонального вида, которые сводятся к це­
почке матричных соотношений. Во-вторых, это подходы основанные па прямом 
численном решении краевых задач для систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, из которых определяется К. (Достаточно подробный обзор этих подхо­
дов имеется в [4-6].).

Уже в первых работах было отмечено, что наличие экспоненциальных состав­
ляющих и в том п в другом случае приводит к быстрой потере устойчивости и фак­
тической неприменимости многих методов на практике. Для стабилизации алго­
ритмов используются различные приемы, однако сравнительно малое количество 
имеющихся к настоящему времени численных результатов указывает, что не все 
из них дают ожидаемый эффект.

Результаты, приведенные ниже, получены с использованием алгоритмов, устой­
чивость которых во всем диапазоне изменения параметров a= V a,2+ a 22, со обеспе­
чивается выделением экспоненциальных составляющих в явном виде и выпосом их 
за рамки вычислений [7—9].

Встречаются работы, в которых по придается значения выбору контура Г в (1) 
(в £т  -  вещественных полюсах иптограл понимается в смысле главного значения) 
или же он выбирается как для акустической среды с обходом снизу. В обоих 
случаях (1) удовлетворяет исходным уравнениям и граничным условиям, так как 
без указания условий излучения на бесконечности решение исходной задачи пе- 
единственно.

Известно [1], что для упругого слоя конечной толщины существуют частотные 
диапазоны (диапазоны «обратных волн»), в которых условия Зоммерфельда и прин­
цип предельного поглощения приводят к различному выбору Г. В первом случае 
все £т > 0 обходятся снизу, во втором -  регулярные положительные | т , смещаю­
щиеся с вещественной оси вверх при введении малого внутреннего трения, обходят­
ся снизу, а нерегулярные, которым соответствуют обратные волны, смещаются 
вниз и обходятся сверху. В диапазоне обратных волн тапгенс угла наклона каса-
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Фиг. 2. Диаграмма направленности поверхностных волн для 
подковообразного штампа; линия 1 соответствует /?=6, 2 -

i?=10, 3 -R = 2 0 ,  4 -Д = 3 5

тельпой к дисперсионной кривой отрицателен и как следствие групповая и фазовая 
скорости направлены в противоположные стороны. Границами диапазона обратных 
волн являются частоты <ол, в которых полюса £т  -  двукратные, а касательная в 
этих точках расположена вертикально; групповая скорость соответствующих волн 
равна нулю. По аналогии с колебаниями ограниченных тел эти частоты называют 
частотами собственных колебаний среды, так как при любой конечной нагрузке q, 
удовлетворяющей условию Q (&*)=* О, перемещения и растут со временем как tх,г.

Вопрос о существовании обратных волн в полуограпиченных средах типа полу­
пространства до последнего времени оставался открытым. Дисперсионные кривые, 
построенные для двух- и трехслойпого полупространства [10], показали их наличие 
п для сред бесконечной толщины. На фиг. 1 приведены зависимости £п,((о) для 
трехслойной среды с внутренним волноводом:

vp ti  — 2,5

"8 ,1 й 1 »25 
Pi =  1 ,3

V P , 2  =  0 ’ 7  

VS ,  2  =  0 , 0 7

р2 =  1,4

l vp, з — 1>3, — 1»5
vs, з =  °,65, *2 =  3

I  Р з  =  1 , 8 .

Здесь Ур, к, vs, к ~  скорость Р- и 5-волн, р;, — плотность, hk — толщина /с-того слоя. 
Все размерные величины отнесены к характерным, выраженным через !<, — единицу 
длины, уо — скорости, ро — плотпости. При этом о)= 2 яуо//^о, /  — частота в горцах.

Определение q(ar, у) под штампом сводится к интегральным уравнениям, ме­
тоды решения которых развиты в [1, И]. Созданы пакеты программ, реализующие 
построение q и Q для областей контакта типа круг, полоса, система круговых п по­
лосовых областей, а также для произвольных в плане областей [12, 13].
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Итак, имеется представление суммарного волнового поля (1), в котором & u q 
(Ку Q) известны. На методах вычисления и остановимся подробней.

Пусть источник осесимметричный: q= q(r), r=1xz+y2t в этом случае можно пе­
рейти от двукратного интеграла к однократному:

и (г, <р, z) =  —— ^  K(idldXyidldy,a,z)(l(a)Jo(ar)a da. (4)
2lt г

Операторы id/дх, id/dy стоят в (2) па месте a t, a 2 и действуют на функцию Бесселя 
/ 0(аг). В ближней от источника зоне (Д=Уя2+у2+г2 -  соизмеримо с длиной волны) 
и определяется непосредственным численным интегрированием по комплексному 
контуру Г. Зависимости и от о  в различных точках двуслойного полупространства 
приведены в [14].

При отсутствии осевой симметрии напряжения q(*, у) представляются в виде 
разложения по осесимметричным дельтаобразным базисным функциям, заданным в 
узлах сетки, покрывающей область контакта Q. Расчет волнового поля, вызванного 
каждой из базисных функций, сводится к (4). Такой способ хорошо сопрягается 
с вариационно-разностным методом, используемым для решения интегральных урав­
нений с произвольными в плане Q. На фиг. 2 показана диаграмма направленности 
поверхностных волн, возбуждаемых подковообразным штампом в упругом слое еди­
ничной толщины, сцепленном с недеформируемым основанием.

При больших R сильная осцилляция подынтегральной функции делает невоз­
можным прямое численное интегрирование. Но эта же осцилляция позволяет выде­
лить из суммарного волнового поля некоторые регулярные структуры, которые 
отождествляются с волнами известных типов. Выделение осуществляется путем 
анализа вклада критических точек (стационарные точки фазовых функций, полюса 
и точки ветвления) в асимптотику осциллирующих интегралов. Известно [2]. что 
в горизонтальном направлении (z—const, главный вклад в асимптотику дают
вычеты в веществеппых полюсах \ т. Имеем [9, 15]:

и (*,!/, z )=  £ b „ , (<р, г) еи "‘г1р+ О , г-+<»,
т=1

1 (i)
bm =  —  res KQ\a==g<nIJ0 (smr) sm, sm=j

2
тът

lm
j  1, если 5m— регулярный полюс;

=  1, если £m — нерегулярный полюс

в КС) сс 1 =  — sm cos ф, где qp: л:=г cos ср,
ct2=-smsinq> y= r  sin ср

Выражение (5) получается из (2) после разворота контура Г в бесконечный кон­
тур о и замыкания его в верхнюю полуплоскость комплексной плоскости а  по леммо 
Жордана. При этом вычеты в комплексных полюсах дают экспоненциально убы­
вающий по г вклад, а интегралы вдоль разрезов -  убывающий как г~‘1к

В направлении, отличном от горизонтального, когда одновременно с /?-*«> вы­
полняется главный вклад в асимптотику дают стационарные точки

{
ai.n — -Кп cos ф sin уру
а 2,п =  — Xn sin ф sin уру п=1,2

фазовых функций
Sn (ai, a 2) =  — (cos if on (a) +  sin yp (a t cos ф + a 2 sin ф ) ) :

и(Д ,ф ,ф )=  V ,  ап (Ф, ip) е*КдЛ/Л + О (R-z) , R-+

ап (ф, Ф)

П“ 1
i cos yp

2л
Кп (a,.n, a 2ln) Q(ai,„, Ог.п) к„.

Здесь используются сферические координаты:
аг=Я cos ф sin \f, 0<ф <2я, л/2<ур^л,
y*=R sin ф sin yp,
z=R  cos i|),

( 6 >

^ j K n ( a , , a 2)e ^ z, при z  —  со

n-*l
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О  0,1 0 ,2  0 , J  0,0 с о

Фиг. 3. Зависимость мощности поверхностного источника от частоты: 1 -  
полная энергия Е, 2 — энергия поверхностных и каналовых волн Еп, 3 -

энергия объемных воли Ev

Фиг. 4. Линии тока энергии в трехслоином полупространстве на часто­
те 0=0,1434

(---------  © (О
On =  >'а2—Kn2, Hi =  — , к2 =  — , Re On ^  0, Im on <  0

ур i>s

vr, vs — скорость P- и S'-волн при
Первое слагаемое в (6) описывает сферические Р-волиы, распространяющиеся 

в дальней зоне, второе слагаемое -  5-волны. Каждое из слагаемых в (5) дает по­
верхностную или каналовую волну типа волн Релея, Лява, Стоунли. Вещественные 
полюса | w являются их волновыми числами.

Через Q, входящую в а„ и bm, в выражении для волпового поля в дальней зоне 
учитывается информация об источнике, а через К П} res К -  о свойствах среды, что 
позволяет количественно изучать влияние вида источника и стратификации среды 
на амплитудные и энергетические характеристики волнового поля. Используя пред­
ставления (I), (5). (6), сравнительно несложно провести расчет энергии, поступаю­
щей в среду от внброисточинка и переносимой упругими волнами различного типа 
через плоскость 2—const и поверхности цилиндра и сферы большого радиуса. 
Подробпо методика расчетов и некоторые численные результаты даны в [8, 9. 15]. 
На фиг. 3 дана зависимость /?(©) — энергии, осредненной за период колебаний, по­
ступающей от вертикального единичного источника (ge* 1 в единичном круге) в 
трехслойное полупространство с характеристиками (3). Ev -  доля энергии, идущая 
на объемные волны (6), Ев — на поверхностные и каналовые волны (5). На собствен­
ных частотах ©=0,0653; 0,0669; 0,1410; 0,1413; 0,1431: 0,1434 так как нагрузка
не удовлетворяет условию самоуравповешеппости: @(§т , А()*:0.

Раисе [10] при изучении линий тока энергии в дальней от источника зоне было 
отмечено наличие в некоторых случаях встречных потоков энергии, разделенных 
двумя наборами областей, в которых энергия циркулирует по замкнутым траекто­
риям. Особенно мощные встречные потоки наблюдаются в окрестности собственных 
частот и в диапазоне обратных волн (фиг. 4 для ©=0,1434), причем баланс энергии 
(совпадение ER(co) с фиг. 3 и полученной интегрированием плотности потока энер­
гии по боковой поверхности цилиндра радиуса г»1) сохраняется и в этом случае.

Очевидно, в ближней зоне обратный поток энергии разворачивается более мощ­
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ным потоком, идущим от источника. Начинается же обратный поток из бесконеч­
ности, на это указывает немонотонность убывапия энергии Ен, проходящей через 
плоскость z — const от z. С приближением к резонансной частоте мощность ER(z) 
па некоторой глубине может стать существенно больше, чем мощность источника 
Ь'п(О). В этом случае возникает циркуляция энергии через бесконечность большей 
мощности, чем мощность потока, идущего от источника. На частоте резонанса, когда 
групповая скорость обращается в нуль и образуется стоячая волна, но-видпмому, 
весь объем упругой среды распадается на набор областей, в каждой из которых 
энергия циркулирует по замкнутым траекториям. Постоянное поступление допол­
нительной энергии должно приводить в этом случае к безграничному росту ампли­
туды перемещений.

В заключение отметим, что развитый подход позволяет эффективно решать 
задачу группирования источников с целью создания излучения заданной направ­
ленности [16] и анализировать процесс разрушения направленного излучения на 
неоднородностях среды.
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