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УДК 534.222
О РАСПРОСТРАНЕНИИ УПРУГИХ ВОЛН В СРЕДАХ 

С ТОНКИМИ ЖЕСТКИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ

К а п а у п  С. R . ,  Л е в и н  В . М .

Рассматривается распространение упругих воли в однородных средах, содержа
щих случайпое множество тонких включений, жесткость которых существенно боль
ше жесткости основной среды. Примерами таких сред являются композитные 
материалы, армированные чешуйчатыми включениями, некоторые частично кристал
лические полимеры, отдельные виды горных пород и др. Сначала решается задача 
о рассеянии упругих волн на одном таком включении в бесконечной среде. Методом, 
предложенным в [1], находятся главные члены разложения рассеянного поля в 
асимптотический ряд по малым параметрам задачи: отношению характерных разме
ров включения и отношению характерных значений модулей упругости среды н 
включения. Для включений эллипсоидальной формы и длин волн, существенно пре
вышающих их размеры, задача определения этих членов решена в явном виде. Это 
решение используется затем при рассмотрении среды, содержащей случайное мно
жество эллипсоидальных включений. С помощью метода эффективного поля [2, 3], 
позволяющего учесть эффекты многократного рассеяния [4], иолучено осредненное 
уравнение движения такой среды (эффективный вол повой оператор) в длинноволно
вом приближении. Найдены скорости распространения и коэффициенты затухания 
различных типов волн в средах с хаотически ориентированными и параллельными 
включениями.

Рассмотрим неограниченную среду с тензором упругих модулей С и плот
ностью р, содержащую изолированную неоднородность (включение), которая зани
мает односвязную область V с гладкой границей. Известно [5], что амплитуда щ(х) 
стационарного волнового поля перемещении в произвольной точке х  (si, хг, яз) среды 
удовлетворяет уравнению

Ui(x)= в*0(ж) + Ch]mn j  gik,i(x-x')um,n (x')dx' +

I
( 1)

+ PiO)2 gth( x -x ' )u k(x')dx', C '^ C ’-C, Pi! p '-  p.

Здесь Ui°(x) — «падающее» внешнее поле, С  и р '— тензор модулей упругости и 
плотность включения, gik(х) — тензор Грина волнового оператора основной среды, 
который в случае произвольной ее анизотропии представляется в виде [4, 6]

*(*)“ *•(*>+*“ (*>. «“( * ) = — Г -  f  A -‘ (6)6(n6)dSs, (2)
8л2 Ы  - 

1 1 № 1=1

*•(*)
1 у  Ом]

*1 “  (fc—1)!

Л(1) =  (Л „(& )) =

*»)(*) =  _ ! _  f Л-',!(*+2> (!) | reg I*-1 diS5l
16n2 ^161=1

1
— C t w l i h ,  n=x/\x \ .
P

Пусть одип пз характерных размеров области V много меньше двух других. 
Возьмем точку х  на срединной поверхности Я области V  и поместим в нее начало 
декартовой системы координат с осью z, направленной вдоль нормали п(х) к £2. 
Через h(x) обозначим поперечный размер включения вдоль оси z. Будем считать, 
что жесткость включения существенно больше жесткости основной среды. В этом 
случае функция h(x) и тензор упругих податливостей S'= {С')-1 материала включе-
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пин представляются в форме h(x)=  6 j(x ), S'=b2S4 где l(x) — функция, имеющая 
порядок максимального линейного размера области V, 6t и б2 -  малые безразмерные 
параметры, а величина компонент тензора SC порядка единицы.

Из соотношения (1) следует, что главные члены внешнего (вне области V) раз
ложения функции м,(х) но малым параметрам задачи имеют вид

Ut(x)=Ui°(x)+ j  gik,i{x-x')qkj (x’)dx',
Я

!•/2 (3)

q (x )= C l ^  Vu(x+n(x)z)dz ,
—h/2

причем в выражении дли q(x) следует ограничиться главными членами разложения 
в ряд по малым параметрам 61э б2. В правой части (3) отброшено слагаемое порядка 
M p i/p ) i  т. е. считается, что (p i/p )~ 0 (l) . Учет этого члена необходим в случае, 
когда и плотности обоих материалов различаются столь же сильно, как упругие 
модули, и не представляет принципиальных трудностей.

Для построения главных членов разложения функции q(x), для которых сохра
ним те же обозначения, воспользуемся методом сращивания асимптотических разло
жений. Используя результаты работы [1], можно показать, что q{x) является тен
зором поверхности т. е. имеет место равенство (x^Q)

и удовлетворяет следующему интегральному уравнению:

(*) $*!(*) + j Uijki ( x - х') Якi (х') dQ'=i)ijki (х) ukti Сх)

(4)
(я) — h  1 (х) 0ijmn (я)*$тпгвОг*М (#) , 

U i j l i / ( X ,  х ')=  Oij,nn(x)g,/Sf mr(x, X  )0r»w( )̂i
в котором действие интегрального оператора с ядром U (х, х') на достаточно глад
ких функциях q(x) определено в [1].

Разрешив уравнение (4) относительно функции q(x) и нодставив результат в 
(3), получим выражение для поля ы(х), которое с точностью до слагаемых порядка 
Oi, 62 аннроксимирует истинное волновое иоле в среде с неоднородностью за исклю
чением малой окрестности границы области S2.

Рассмотрим включение эллипсоидальной формы. В осях координат, совпадаю
щих с главными осями эллипсоида аи «2, /*/3, функция h(x) имеет вид

h(x)= hz(x ) ,  2 ( х ) = У  1 -  ( “̂ - )  - ( ^ )  э
h

а 1

h

а2
«  1. (5)

Если длина падающей волны А, существенно больше максимального размера 
включения, то решение уравнения (4) может быть получено в явном виде. Посколь
ку (ох~хД «1 при xeQ , то в разложении (2) динамического тензора Грина в ряд 
по сох можно ограничиться первыми членами. При этом в вещественной части тензо
ра Грина будем пренебрегать членами порядка (сох)2 и выше по сравнению со «ста
тической» частью #°(х), а в мнимой части сохраним члены порядка до (сох)3 вклю
чительно

g (х) = g° (х) —icô C*) -  гсо3х2̂ 3> (я). (б)
Как показано в [4, 7], это позволяет правильно определить главные по со члены ве
щественной и мнимой частей поля, рассеянного на неоднородности. С точностью до 
указанных членов уравнение (4) переходит в следующее:

\ i i j h i  ( x ) q k i ( x )  + j [ t / i ju ( x - x ,) “  i (x)3 U i ^ h i ] q h i ( x ' ) d Q ' = Q i j h i E k i ° { x ) y

£/°(х) =  -  0VVs°(x)0, и»=ЪН 0, Пцк, =~  J16я2 J

(7)
6(iAi)(* (6 ) lo  dSi.

m -t

Будем считать, что в длинноволновом приближении изменением поля е°(х) 
в области Q можно пренебречь. Известно [8, 9], что оператор с ядром U°(x—x') пере
водит функцию z(x) в постоянную на Q. Это позволяет искать решение уравнения 
(7) в виде

(8 )

где q,j -  постоянный тензор. Подставив (8) в (7) и проведя интегрирование, с ири-
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нятои точностью получим

q=q'i+i(d3qay

в
«2

2«is

я° =

\

2 ai!
Й2

Я0е°,
2atJ

т£Г/“Д0в°, т
«2

4
3

лаД

OS'O + tf0
/г Г и° (* ) [* (* ) -1]*0.

Здесь постоянный тензор £/° определяется интегралом но всей плоскости, в ко
тором функция z (x ) продолжается нулем вне й.

Подставпв найденное выражение для в (8), а результат — в (3), выразим поле 
перемещений вне тонкого жесткого дефекта эллипсоидальной формы через вектор 
м*°(х) и его градиент

Ui (х) =  Ui° (х) + j  giK} (х - х ') Akjmnz  (а-') е° (ж') dQ',
О

A=A(rti, fla)=A0(ai, а 2) +tco3A0> (at, а2) , A ° ( a it а2) = 0  ( n ) B Q  ( п ) у

A®(ai, а 2) =xA°(ai, я2)#Л°(а, а 2).

(9)

( Ю )

Перейдем теперь к рассмотренпю среды, содержащей однородное в пространстве 
случаппое множество тонких жестких эллипсоидальных включений. Пусть й/,(х) — 
дельта-функция, сосредоточенная па поверхности Qft &-го включения. Дельта-функ
цию, сосредоточеппую на множестве Й =ий*| обозначим через Й(х).

В случае гармонических колебаний амплитуда поля смещений в среде с включе
ниями определяется соотношением, аналогичным (3):

и{ (х) = и{0 (х) + |  Sih.i (х -х ' )  Й (х ') qhj (а:') dx'. ( 11)

Введем для произвольного включения с номером к локальное внешнее иоле 
м(А,)(д:), в котором находится это включение. Поле и ^ ( х )  определено в области Qh 
и  складывается из внешнего поля и°(х) и нолей, рассеянных на всех остальных 
включениях. Обозначим через и’(х) поле, определенное в области Й и совпадающее 
с и (х) при x ^Q k. Как следует из (11), это поле можно представить в форме

и /( х ) =  u<°(x) + j  8ik,i (* - x') Й (x, x') qhj (x') dx'y x  <= Q.

Здесь через Й(х, x') обозначена дельта-функция, сосредоточенная в области й*= 
— \JQi при х^Й*. 

i*k
В соответствии с методом эффективного ноля [2, 3] будем считать, что поле 

u ,j(x )  имеет одинаковую структуру и мало меняется в каждом из областей Й/,.
Тогда поле смещений м,(х) в среде с включениями выражается через (х) анало
гично (9)

U i  (х) =  и<° (х) + J  g i K i  (х - х ') T k i m n  (х') и т>п (х') dx', 

а само поле u*j (х) (xeQ) удовлетворяет уравнению

Uiij(x)=  Ui,j(x)+ j  g i h , j i ( x - x ' ) T k i m n ( x , x / ) u m > n ( x , ) d x ' .

(12)

(13)
Здесь функции Т(х') и Т(ху х') определяются соотношениями

Г (х ')= Л (х ')г(х ')Й (х '), Т(ху х') = Л (х ')z (х')й(х, х'),
в которых Л(х) совпадает с функциями A(ai*, a2h)y имеющими вид (10), а s(x) 
совпадает с (5) при х^й*. л

Обозначим через £/,-(х) и £7в-/(х ) средние значения полей щ(х) и (х) по 
ансамблю реализаций случайного множества включений. Осредняя но этому ансамб
лю уравнения (12) и (13) и используя основные гипотезы метода эффективного поля 
[3], получим

U, (х) =  в,« (х) + <Tkjmn> J g a j  ( х - х ' )  Umn" (х1) dx', (14)

U i j ‘ ( x ) =  Ui ij ( x ) +  J gih.il (x—x ' )  (Tkimn (x, x ' )  \x)U mn‘ (x‘) dx'. (15)
Здесь учтепо, что для однородного в пространстве случайного множества вклю

чений среднее <Т(х )) является постоянной величиной. Что касается условного сред
него <Т(х, х')|х>, то оно зависит только от разности аргументов и уравнения (14) 
и (15) являются уравнениями в свертках (<-|х> означает среднее при условии х ^ й ).

Задача теперь состоит в том, чтобы найти связь между падающим полем и,°(х) 
и средним Ui(x). Для этого из уравнений (14) и (15) необходимо исключить «эффек
тивное поле» Uij'(x). Это можно сделать с помощью преобразования Фурье, котороо
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переводит уравнения (14) и (15) в алгебраические. Исключая из этих уравнении 
фурье-образ функции £/,•/(я), получим (подробности вычислений приведены в [4])

и * (k) =  Ui(k) —k]kigih(k) iTkimn)DmnMUk(к). ( Ш )

Здесь и далее для фурье-образов функций использованы те же обозначения с 
заменой аргумента х  на к

D=D° [ /—to 3 (PAm+JHA°)D°], D ° = (I -P A ° ) - \  (17)

Л0= п 0<тА0 («1, аг) >, Л®=Яо<тЛы(а1, а2)), Р =  j* VVg°(z) <l)(x)dx,

Ф ( х ) = 1 -
1

lim
ПоХ V-* со VИ х(* - х') Q (х\ х - х ' )  Q (х') dx\  J =  Ф {х) dx,

п0 —численная концентрация включений, /=(/ад)=бц*бо*.
Умножив обе стороны (16) на функцию Lik=—СдаА^А*+ра)26,А и учитывая равен

ства LihUh°(k) =0, jLifcgAjlA)*— получим, что фурье-образ среднего ноля смещений 
удовлетворяет уравнению

Lik (А, о) (УА(А) =  0, Lik (А, со) = - С {JklА;А,+ рогб.л, 
в котором обозначено

С*=С°=<с>яС* С°=С+Л°£0, £7“—Z>° (Aw—/Л°ЯА°)/)и.

(18)

(19)
Заметим, что функция Ь»х'(к, со) является А-нредставлсинем оператора, который 

можно назвать эффективным волновым оператором среды со случайным множеством 
тонких жестких включений. Этот оператор но виду совпадает с волновым оператором 
для однородной среды. Однако тензор эффективных динамических упругих моду
лей С* является функцией частоты и, следовательно, эта среда обладает частотной 
(временной) дисперсией. «Статические» части указанных величин С° характеризуют 
скорости распространения волн в такой среде, а наличие в них мнимых составляю
щих определяет затухание волн вследствие рассеяния на неоднородностях. Рассмот
рим эти эффекты более подробно для случая изотропной основной среды.

Будем считать для простоты, что включения представляют собой тонкие эллип
соиды вращения, т. е. а \ = а г = а .  Если материалы матрицы и включений изотропны 
с объемными и сдвиговыми упругими модулями К , К' и р, р/ соответственно, то 
выражения для тензоров А0 (а) и А “ (а) принимают вид

Af 3 k l = B l ° E i j k l  A i j h l = P l ti>E i j h l + p 2 WP i j h l ,  (20)

Г ар л Л-1 Г ар ЗА’, + 4р/ л  I -1
L Аи' 16 J L Ац' 9К' 8 J

3 + 2н5
( 5 , 0 ) 2 ,  Д 2 с

60лрУг°

Ар' 
1+4ц5 

60яратг ( W ,

, 1
E i j h l  =  I i j h l  + —  ( — 6jj6jH+6ijHArt*+nirtj6Ai + H<«j/tA/lf) — 26< )(*Л| )П( j,

2

Еим
1

(bifihi -6* j nhm - щ п £ к1 ̂ nitijUuni).

Здесь vT, vL — скорости распространения поперечных (T) и продольных (L) волн 
в основной среде, r \ = v T/ v L .

Допустим, что центры включений являются однородным и изотропным случай
ным множеством. В этом случае функция Ф(аг) сферически симметрична и тензор Р

1
в (17) становится изотропным: Рда=~Лб»Аг**2Р2(/иы—'̂ б^б**), Р 1=*П2/9р,
=  (3+2г[2)/15р.

Если распределение включений по ориентациям равномерное, то проведя в фор
мулах (17) и (19) осреднение но всевозможным направлениям нормали /г, получим

C i j k i = A t 6 i j 6 h i  +  2 [ i , \ J i j k i --------
О(

1
)■

К -  =  Ki - ш 3К*, 

1

p*=p0-io)3pu, K q =  K  H--------Щ(тВ %*) D
9

Dk (1-2п0Р,<тА2°>)
2 «о /

<T2i?2U) - <тД2°>2)  Дк2,
18л pvt5
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2tt0
1 ----------P 2< T (6 / i , °+ /^ 0)>

15
no Г 2гс0/(3+2т}5) 1

и,о =  —  <Т2(6В,“+В2“) ) -------- р ----- ^ -< т  (№,•+*,•)>* АЛ
30 L 225л рУг5 J

Таким образом, среда с включениями изотропна и в ней могут распространяться 
продольные и поперечные волны с волновыми числами kL= Ат=а>/1>т*+«7т' 
В этих выражениях vL* = 1 (#о+4/Зро)/р, 1>т*=Vцо/р — эффективные скорости про
дольных и поперечных воли, а Чь и Чт -  их коэффициенты затухания

G)4 3 £ ш + 4р.(0 (О4 |Ха

: 2yL 3/С0+4(Ло ’ ^  2уг  Р о

Как следует из формул для скоростей vL* и vT% эти величины не зависят от 
частоты, т. е. в рассматриваемом длинноволновом приближении дисперсия ско
рости отсутствует. Это является следствием выбора аппроксимации тензора Грина 
для основной среды в виде (6), а также вывода всех последующих формул, в дей
ствительных частях которых члены порядка со2 считались малыми по сравнению с 
единицей и отбрасывались. Коэффициенты затухания Чь и Чг пропорциональны со4 
и, следовательно, характеризуют рэлеевское рассеяние волн в рассматриваемой не
однородной среде.

Пусть теперь ориентация всех включений одинакова и определяется вектором п. 
Будем, кроме того, считать, что положение их центров статистически независимо и 
равномерно распределено в пространстве (образует пуассоновское множество). Мож
но показать, что при этом функция Ф (х) определяется соотношением

Ф (х) =  Иш Фл (#, <а>, h) ,
h-*- О

П0
Цо =  м* +  -----  < T (6 # i° + # 2 ° )> 0 |i ,

30
А .= (

где Фh(x, (a), к) отлична от пуля только внутри эллипсоида вращения с центром в 
пуле и полуосями <а) и /г, ориентация которого задается нормалью п. Кроме того, 
фh(x,  <а>, к) имеет симметрию указанного эллипсоида. В этом случае выражение 
для Р принимает вид Pijw—1/ ц №<)(алолУ”  (1— ^=0, D°=I. При этом 
среда с включениями оказывается макроскопически трансверсально анизотропной, 
а тензор ее эффективных динамических упругих модулей С* определяется выраже
нием С4=С+по<тА0) -  ia)3«o<T2Ato>.

Здесь тензоры Л° и Л“ те же, что и в (20), а осреднение проводится только по 
случайным размерам включений.

Пусть волновая нормаль плоской волны Ui(x)  — Uieihn х совпадает с осью сим
метрии материала х3. Тогда из дисперсионного соотношения det (kzCi -l,l щгц— 
— рсо2б,7с) = 0  следует, что в этом направлении могут распространяться чисто про
дольная и чисто поперечная незатухающие волны со скоростями распространения 
волн в среде без включений.

Если волновая нормаль перпендикулярна оси х$, то ей соответствует три типа 
волн: продольная и две поперечных, одна из которых поляризована вдоль оси хз и 
идентична рассмотренной выше. Скорости vLi\  vT\a и коэффициенты затухания Чьи 
Чп продольных и поперечных волн, поляризованных в плоскости х\х2у определяются 
выражениями

( По \  'А  По  О )4

1 + ~ < т № 0+ а д >  , Чы = — — —  <tW + £ 2w)>,
2ц2 / 4р(уь,*)3

( По
1 + —  (т В2°> 

2

п0со4
Чп = ------------- (т 2Въ«).

4р(угГ )3
Рассмотрим среду с абсолютно жесткими (S '=0) дисками одинакового радиуса а, 

ориентированными в одном направлении. Допустим, что концентрация их мала 
(«оТ<М). Если волновая нормаль составляет угол 0 с осью хз, то с помощью предыду
щих соотношений можно показать, что коэффициенты затухания трех изопормаль- 
иых волн (квазипродолытой (1), квазипоперечиой (2) и чисто поперечной (3)) пред
ставляются в виде 4i—( lk ) noQi (^=1» 2, 3). Здесь Qt, (?2. Qз -  полные сечения рассея
ния соответствующих волн на одном включении, выражения для которых

128 /  соа \ 4 Г 4(3+2т|5) 1+4п5 1
<?i = -------- ( —  а2\ --------- —  4----------—  sin4 9,

135яц \  vL /  L (3+Г|2) 2 (1+т)2) 2 J

(>2=<?,/(ri3tg2 0),
128

<?з = ------
135я

(о я \ 4 4(3+2т|5)
----- ) а2 -------------------

(3+ц2)2
sin2 0

совладают с найденными в [61 другим путем.
В заключение заметим, что в случае одинаковых размеров, упругих свойств и 

ориентации выключений тензор С05 в (19), определяющий мнимую часть тензора С\ 
ответственную за затухание волн, принимает вид C<0= x2(i—noJ)A8(ai, a2)HAs (ai, а2).
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Здесь As (ai, а2) =D° (fli, a2)A°(au a2), /)°(ль «2) =  [ / - h0tPA°(«Ii, я2) ] ” !, а тензор 
A°(rti, a2) по-прежнему определяется соотношением (10). Если к тому же центры 
включении образуют регулярную пространственную решетку, то Ф(.т) — периодиче
ская функция с пулевым средним значением по ячейке периодичности всюду, за 
исключением ячейки с центром в нуле, где Ф(х) =  1. Поэтому интеграл /  равен 
объему этой ячейки, т. е. гс0-1 и, следовательно, £>=0. Это соответствует хорошо 
известному факту отсутствия затухания длинных воли на периодической решетке 
неоднородностей.'В рамках предложенного метода параметр 1 - n 0J является мерой 
отклонения пространственного распределения включений от периодического (регу
лярной решетки). Область значений числовой концентрации включений, для которой 
полученные формулы для коэффициентов затухания остаются физически непроти
воречивыми, выделяется условием 1—/г0/> 0  (ср. [4]).
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УДК 534.44

ИССЛЕДОВАНИЕ ФЛУКТУАЦИЙ АМПЛИТУДЫ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ 
НА СТАЦИОНАРНОЙ АКУСТИЧЕСКОЙ ТРАССЕ

К р а в ц о в  ТО. Л .9 П е т п и к о в  В. Г . ,  Ш м е л е в  Л. Ю .

Акустическое зопдировапие океана с помощью стационарпо закрепленных излу
чателей и приемников звука позволяет измерять флуктуации звуковых сигналов, 
целиком обусловленные воздействием океанической среды. Измерения флуктуаций 
звукового поля большей частью были проведспьт в глубоком океане см. литературу, 
цитированную в [1, 2]), тогда как в океане малой глубины к настоящему времени 
выполнены лишь единичные эксперименты и то лишь на относительно небольших 
дистанциях ~1 км см., например, [3—5]). На таких коротких дистанциях межмодо
вая интерференция практически не оказывает влияния на спектр флуктуаций, одна
ко на более длинных трассах интерференция может существенно исказить спектры 
флуктуаций. В этой связи представляется интересным проследить зависимость спек
тра флуктуаций уровня амплитуды от несущей частоты тонального сигнала. В дан
ной работе приведены результаты исследований флуктуаций амплитуды тональпьтх 
акустических сигналов на стационарной акустической трассе длиной 70 км в мелком 
море.

Методика и условия проведенных экспериментов были такими же, как в пред
шествующих опытах по акустическому зондированию моря с помощью стационарно 
закрепленных излучателя и приемников звука [6]. Однако для описываемых экспе- 
рпментов, проводимых в другое время года, был характерен несколько иной профиль 
скорости звука c(z), изображенный па фиг. 1. Акустическое зондирование осущест
влялось непрерывно в течение 14 ч. Частоты излучаемых акустических сигналов со
ставляли несколько сотен герц, причем одновременно излучались сигналы сразу двух 
частот /, и /2 ( /,/ /2~3). Глубина моря Я вдоль акустической трассы менялась от 
Я~65Х2 до Я<* 14 Х2, где Я2= с //2 — длина волны для сигнала с частотой / 2.

Обработка результатов эксперимента включала в себя фильтрацию принятых
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