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Исследованию распространения шумовых полей в рамках модели однородного 
полупространства с некоррелированными направленными источниками на плоскости 
посвящено достаточно много работ [1—4], при другом подходе [5] на поверхности 
задается корреляционная функция давлений. Установление связи между этими дву­
мя подходами, что важно, например, при решении обратной задачи — восстановле­
нии направленности элементарного источника но корреляционным измерениям [2] 
шумового поля, является одной из основных задач настоящей статьи. Укажем, что 
ранее такая задача рассматривалась в работе [6], выводы которой существенно от­
личаются от полученных ниже результатов, что связано с видом функции корреля­
ции источников.

Пусть по бесконечной плоскости D в точках R* распределены случайные моно­
хроматические источники с частотой со. Поле t|>(R„ R) в точке R, создаваемое ис­
точником с координатой \{а

*(R .fR )= * (R <)p(R.,R),

/>(R.,R) =
exjj. (tA:' | It—R, | )

IR-R.I
cos"‘((R -R s) ,n ) ,

где В (R«) — случайная комплексная амплитуда звукового давления Л'=А*+-^, £ =
=о)/с, с — скорость распространения волн в среде, у — энергетический коэффициент 
поглощения в среде, /гг, как и в [1] ,—параметр, определяющий степень направлен­
ности источников, п — нормаль к плоскости D.

Функция пространственной корреляции шумового ноля в точках R и К':

Г(R, R') =  J j  <#(R.)#'(R.')>/'(R., R)p- ( R . ' , dR„ (2)

D D

где символ <...) означает статистическое усреднение, а * — комплексно-сопряженную 
величину. Если источники изотропны, то <^(RJ,)fi* (R /))= A (|R S- R / | ) .  Полагая

R:(
d  d
—  sin a, 2 ------ cos
2 2

a, 0 J  , IV : (
d d
—  sin a, 2 + —  cos a , я  j  u переходя к по­

лярным координатам Re: (/*, ср), R /:(r ',cp '), интегрирование в (2) проведем в пере­
менных г, <р, р, ф, где р cos ф = г cos ф—г7 cos ф', р sin ip= rsin  ф—г' sin ф'
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LiL2

[
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22 —(dl2 )2 cos2 a  l m
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^ r cos ф — 

L22 =   ̂ г cos ф—p cos ф +

L iL2
— J A (p) r dr d{[> p dp аф,

d \1 2 /  d----sin a + r- s u r  ф + I 2 -------cos a
2 )' \  2
d >r  t—  sin a  
2 t

1 + (rs in tp— psin i|))2+ ! z + cos

Полагая, что область, в которой А(р)  заметно отличается от нуля, существенно 
меньше 2, а также, что d<£z, выражение (3) можно существенно упростить, полагая 
в показателе экспоненты

L0 = ( r 2+22)*, L
Г d г cos ф sin a

= L 0 1 ------------------------
L 2 Lo2

sin a + 2  cos

LZ=L
Г rp d

i= 1 —cos(<p—-ф) - 7 -7  + (г cos ф sin a + 2  cos a)
V

- ] •

] •

в прочих же сомножителях положим L ,=L 2=£o. В этом случае, выражая через 
известные функции интеграл по ф [7] и далее интеграл по ф [7, формула 2.12.27.6], 
формулу (3) после простых преобразований можно привести к виду
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(4)

я / 2

Г (A d, z) =  (2я)2 [ e x p l-^ s e c f t- J M c o s a c o s  О ] /0 (Anisin a  sin Ф)Х
о

X cos2"*-1 sin
CO

@(ft)= ( Л»(&р sin 0)A (p)p dp. 
о

Анализ выражения (4) проведем для функции корреляции источников вида
Л(р) =  (2 я ) - 'р - ,А(р, а), (5)

где в качестве Д(р, о) выберем функции, удовлетворяющие предельному соотноше­
нию lim Д(р, о )= о(р) — дельта-функция Дирака:

О —‘ О

Д(р, о) = 2л“ Н*о"1 ехр (—/с2р2/о2),
Д(р, o)=3i~lko~iJi{kplo)l(ko/o)ii i= 1, 2,

(5а)
(56)

где У ф у н к ц и я  Бесселя 1-го рода порядка г. Выражение (5а) — известное пред­
ставление 6-функции при о-*-0; при р^О выражение (55) при о-^О стремится к нулю,

З*"1
а при р=0 равно —— ко~ \  так что в пределе о-*0 стремится к бесконечности.

Численный коэффициент в (5) выбран из условия:
2 Я  оо

I j 4 ( p ) p < Z p & p = l ,

о О
являющегося при о-* О обычной нормировкой 6-функции в полярных координатах. 
Выбор функции корреляции источников в виде (5), (5а), (56) позволяет перейти 
к дельта-коррелированным источникам в пределе о-*0. Отметим, что в работе [61, 
где рассматривалась связь между двумя аналитическими моделями шумовых но­
лей -  коррелированные и некоррелированные (с направленностью cosTO0) источни­
ки на плоскости, использовалась функция корреляции источников, которую можно 
записать в принятых здесь обозначениях:

Д (р, о) =  const Уг (/ср/а)/  (Л- р /о ) **“1,
где а=1, i>  1 — очевидно, что в приведенном выражении переход о-*-0 приводит к 
тривиальным результатам. Интеграл но р в (4) для функции корреляции (5), (5а) 
запишем в виде [7, ф. 2.12.9.1]

^ (д )  =  (2л)_| ехр (—о2 sin2 ft/8)/o(o2 sin2 tf/8). (6а)
Аналогично для функции корреляции (5), (56) [7, ф. 2.12.31 ]

Q W  =  (2я) (3/2) * (Зо) ” 1 х
Г (1/2)

О-------------  2
Г (гн-1/2)

sin"1 “6

/•’i f — , - i  + — , 1, о2 sin2 у о sin Ф <  1 
\ Z — •

, i+ l, (osin-0)-2 ) ,
Г(г+1) '  2 2 /

(66)

о sin #  >  1.

Далее оказывается целесообразным выразить (66) через эллиптические интегралы 
первого -  К(х) и второго -  Е(х) родов 1

Р а  о sin 0,

—  Е(Р)у Р<  1,
я

С № - ( 2  л )" 1

• / =  1

Р 1 Е Щ Р ) - У - Р - г)К(1/Р)Ъ Р>  1,
я
2 1

я  3 
2 Р3 

я  3

т

[ (P2—i)K(P) — 2(Р2—2)£(Р) ], Р<  1,

[ (1 -Р -2)(2 -З Р "2)Л :(1 /Р )-2 (1 -2Р -2)^(1/Р)1, Р>1

г=2.

1 В аналогичном выражении ( i = l ) , приведенном в [7, ф. 2.12.31], допущена
опнюка.
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Фиг. 1  Зависимость коэффициентов разложения от радиуса корреляции источников 
для модели источников (5), (5а): 1 -  S2(o)/S0(o); 2 - S k(o) /S0( о); 3 -  S6(a)/S0(o);

4 - S 0(a)IS0( 0)

Фиг. 2 Ф иг .З
Фиг. 2. Зависимость коэффициентов разложения от радиуса корреляции источни­
ков для модели источников (5), (56) при i= l :  1 -  S2(o)/S0(o), Р<  1; 2 — 5';(о)/5'о(о), 
р <  1; 5 - 5 с(о)/5о(0), P e l ;  4 - S 2(a ') /S0(o'),  Р >  1; 5 -  5 4(а ')/50(а’), Р>1; 6’ —

5 о ( а ' ) / 5 0(1| 1 ) , Р > 1

Фиг. 3. Зависимость коэффициентов разложения от радиуса корреляции источников 
для модели источников (5), (56) при i= 2 : 1 — S2(a)/S0(a), P e l ;  2  -  S.(<j)/.S’o(c), 
P<1; <?-S0(o)/So(0), P<1; 4 - S 2(a')IS0(a'), P>1; 5 -  5..(o ')/S„(o'), P>1; 6 -

50(a ') /S „ ( l ,l) , P>1

Представим Q(0) в виде следующего ряда:
со

G №  =  (2я) -  ‘ J ] ,  S2n cos2" ф, (7)

первые четыре коэффициента которого для (6а) имеют вид

5о = / о ( а ) , 5 2= - о / 1 ( о ) , 5 ,  =  о 2 [ / о ( о ) - Л ( о ) / о ] А

^ = о 3[ / о ( а ) / а - ( 1  +  2 / о 2) / , ( о ) ] / 6 ,
(8а)
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где /((...) — модифицироваиная функция Бесселя 1-го рода. Приведем также явпый 
вид первых двух коэффициентов разложения для (6в):

б'0 =  А  / й (0 ) '  р < и
л  1 о [ £ ( 1 /о ) - ( 1 - а - 2)К (1 /а )], Р> 1,

■S: - ■ М 1Я У О

[К (с ) -Е (а ) )12, /><1,
[/<(1/а)-Я (1/а)]/2, Р>1,

1,

S2 =

2
л
2

л

Г [(а2-1  
I а [ (1 -

- 1 ) Я ( о ) - 2 ( о 2-2 )£ (а )]/3 , Р<1,
[ (1 о-2) (2о2-3 )  Я (1/а) -  2(а2-2)Д(1/о) ]/3, />>1,

Г [ (2о2—1)£(о) +  (1 — а 2)ЛГ(о)] /2 ,  Р < 1 ,

I  а[(2о2—1)£(1/а) + 2(1 —о2)7£(1/а)]/2, Р>1,

(86)

(8в)

Смысл коэффициентов S>„ нроясижугся при подстановке (7) и (4). Легко видеть, 
что в этом случае все энергетические характеристики шумового поля, создаваемого 
коррелированными источниками с направленностью cos2?n О, можно интерпретиро­
вать как суперпозицию соответствующих характеристик, создаваемых некими вир­
туальными некоррелированными источниками с направленностью cos2m+2n Ф, вклад 
которых определяется *S2n. Так, разложения по степеням cos О направленности— 
G(i>) и интенсивности — Г(0, z) шумового поля имеют вид

о о  00

G('&)=2«cxp(-Y2sec'9') cos2m+2*-i ft, Г (0 ,г )= 2 я  УУгпДгт+гп-и (f2) .
п=о м«=0

(9)
где £„(...) — интегральная показательная функция [8].

На фиг. 1—3 представлены зависимости коэффициентов разложения S2„ от па­
раметра о. который, как видпо из (5а), (56), естественно называть радиусом корре­
ляции источников; при Р>1 приведенные на фиг. 2 -3  зависимости построены от 
аргумента о'. Сравнение кривых, приведенных на фиг. 1—3, показывает существен­
ное различие представленных зависимостей при о~  1. Отметим, что при а= 1 раз­
ложение вида (7) несправедливо для (6а), поскольку в разложении но Ф в (6в) при 
/=1. начиная со второго, а при / = 2, начиная с третьего члена, присутствуют сла­
гаемые вида const/ cos' f>(1n(cosfl)+constr'). При мелко-(о«0) и крупномасштабной 
(о » 1 ) структуре источников качественное поведение приведенных зависимостей 
оказывается схожим; при о->0 из (8а), (86) следует £•»„-*■о — символ Кронекера, 
что согласуется с результатами работ [1—4]. при а^>1 из (8а) можпо получить
SJSo^  тт" *-0(о-2). S*/So= - |-+ 0 (a “2), S6/So=^-+O(a~2). Но крайней мере справед- 2 о 16
ливость первых двух асимптотик для (86) можно показать при дополнительном 
условии Р>1. Таким образом, как следует из анализа формулы (9), существенное 
различие угловой структуры поля при о~0 и о»1 дает возможность решения об­
ратно!! задачи в рамках рассматриваемой модели — определение статистической 
структуры источников по анизотропии наблюдаемого поля: наличие в разложении 
по степеням cos ft у функции (f>)exp("fz sec ft) отличного от нуля только пер­
вого члена разложения указывает па мелкомасштабную структуру источников, если 
же в разложении R отличны от нуля и последующие члены разложения, это ука­
зывает на крупномасштабную структуру источников.

Представляется следующая схема определения характеристик источников па- 
блюдаемого поли излучения: определение статистической структуры источников 
шумового поля по анизотропии и далее [2] определение направленности элементар­
ного источника при мелкомасштабной структуре источников.
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