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ЯВНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ АКУСТИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ВОЛНЫ,

Получены нвпые асимптотические выражения для акустической крае
вой волны, рассеянной окрестностью бесконечно малого элемента 
ребра па поверхности клипа. Эта волна названа элементарной краевой 
волной. Изучены со свойства. Результаты роботы могут быть использова
ны для решения задач дифракции акустических волн на трехмерных по
верхностях с изломами (ребрами).

13 статье исследуется элементарная краевая волна (ЭКГЗ), рассеянная 
окрестностью бесконечно малого элемента ребра. Эта окрестность распо
лагается на двух бесконечно узких полосках, принадлежащих поверхности 
клина и ориентированных вдоль дифракционных лучен. Волновое поле 
(потенциал скоростей) удовлетворяет на гранях клина условиям Дирихле 
(и=0) или условиям Неймана {ди/дп=0). Э1\В является частью ноля, 
рассеянного всем клином, и вычисляется но формулам Гельмгольца. По
лученные для нее асимптотические выражения могут быть использованы 
для решения трехмерных дифракционных задач методом краевых волн [1].

Падающую на клин плоскую волну зададим в виде гг=ехр {—ik[z cos Чо"Ь 
+р sin Чо cos (ф—ф0) ] — где углы л(0 и ф0 определяют направление
прихода волны, р, <р, z — цилиндрические координаты точки наблюдения, 
со — угловая частота, t — время, к=2п/К — волновое число. Будем далее 
считать, что 0< 70<л;, 0<ср0< я , 0£̂ ф < 2я, я < а ^ 2я, где а  —внешний угол 
клина. Через и и и обозначим поля, рассеянные клином соответственно 
в случае граничных условий гг=0 или да/дп=0. На поверхности клина 
выделим две бесконечно узкие полоски, ориентированные под произволь
ным углом я|)(0<ф<я) к ребру клина (фиг. 1). Обозначим через dw,, dvi 
вклад, вносимый в рассеянное поле полоской, которая принадлежит к гра
ни 1 (ср=0) , и через du2l di>2 — аналогичный вклад от полоски, располо
женной на грани 2 (ср=а).

Для исследования этих полей введем три местные системы координат, 
связанные с полосками и имеющие общее начало в точке пересечения 
полосок (z=£) на ребре клина. Две из них (xu у1? z, и х2, у2, z2) являются 
декартовыми. Оси я,, х2 ориентированы вдоль полосок. Ось у i направлена 
вдоль внешней нормали щ к грани 1, ось у2 направлена в сторону, проти
воположную внешней нормали п2 к грани 2. Третья система координат 
Н, (Ji, j32 включает в себя вектор И, проведенный из начала координат 
В точку наблюдения, и углы р,, р2 между вектором R и осями я,, х2. Угол 
между вектором R и осью z основной цилиндрической системы координат 
обозначим через О (фиг. 1).

Согласно формулам Гельмгольца,
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где dt, — элемент длины ребра, ri= [ (x l—^ ) 2+yi2+ (z l—t>i)2y ii и г2= 
=  [ ( х 2—£2)"+7/22+ (z2—£2)2Г*. Отметим, что величины du2, dv2 могут быть 
вычислены по формулам для duu dvu если в последних заменить ср0 на 
а—сро, у 1 па —у,, i\ на г2. В соответствии с методом краевых волы [1] значе
ния v и ди/дп на поверхности клина можно формально рассматривать как 
«поверхностные токи». Эти токи условно разделяются на две части — равно
мерную (геометрооптическую) и неравномерную (дифракционную). 
В рассматриваемой задаче о клине неравномерная часть тока выражается 
через специальные контурные интегралы в комплексной плоскости [1].

Фиг. 1. Элемент клина. Вдоль осей xi, х2 ориентированы бесконечно 
узкие рассеивающие полоски. В точке z=£ находится начало местной 
системы координат Я, р2. Угол pi обозначен цифрой 1, а угол р2 -  
цифрой 2. В точке z=0 -  начало цилиндрической системы координат

р, <р, z
Фиг. 2. L — ребро рассеивающей поверхности. Е -  ребро касательного 
клина. Стрелками показаны дифракционные лучи. А и В -  две элементар
ные рассеивающие полоски. Только полоска А удовлетворяет принципу 
локальности. Поле на полоске В создается лучами, приходящими от

фиктивных элементов ребра

В частности, на грани клина ф=0 эта часть тока определяется формулами.

v =  Д - e~iK cos 7о J  eik[ll'[ w-1 (ц+сро) +w~{ (ц—<р0) ]dr],
2сс

( 2 )
—  =  cos eih* 4 w -1 (ц+сро) -w ;-1 (л—сро) ]sin ц rip.
д п у  2 а  D

Здесь n=cos 4 о cos ф—sin sin cos л, iv (x )= l—exp (inx/a), а контур ин
тегрирования D, состоящий из двух ветвей, показан на фиг. 3 в книге [ I ] .

Примем обозначения: d,u{0), dv{0) — ноля, излучаемые равномерной 
частью тока; du, dv — поля, излучаемые неравномерной частью тока; 
da{t)=du(0)+du, dv{t)=dv{,)Jrdv — ноля, излучаемые полным током. Сосре
доточим внимание па полях du, du, которые излучаются неравномерной 
частью тока. Вдали от ребра эта часть тока на каждой полоске имеет фа
зовую скорость i;<t>=c/cos (ф—Чо), которая превышает скорость волны с 
в однородной среде. Поэтому каждую элементарную рассеивающую по
лоску можно рассматривать как линейную антенну с быстрой бегущей 
волной. Как известно, такая антенна создаст максимальное излучение па 
конусе p1>2==(3c=arccos {с/иФ). Это явление аналогично эффекту Черенкова, 
относящемуся к излучению сверхсветового электрона. Исходя из приведен
ных выше формул Гельмгольца, можпо показать, что в случае граничных 
условий Неймана поле dvu2 на таком конусе имеет величину порядка 
(кВ)~у\  т. е. в (кВ)'1* раз превышает по амплитуде обычную сферическую 
волну. Вне конуса ((3i,2>(3o) вдали от его поверхности (kR (pi,2—рс)2>1) 
ноле dvi<2 представляет собой сферическую волну, исходящую из точки 
z=\; на ребре клина. Внутри конуса (pi.2< p c) вдали от его поверхности 
поле dvit2 состоит из суммы двух волн. Одна из них — это сферическая
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краевая волна, другая — гибридная волна. У гибридной волны амплитуда 
уоывает с удалением от ребра как (kR)~\  т. е. как у обычной сферической 
волны. Л ее фазовый фронт является коническим, нормаль к которому есть 
grad [R cos (рс—̂ 1,2) J. Представление ноля dvif2 в виде сферических и 
гибридных волы неприменимо вблизи конусов Pi,2= p c. Здесь ноле имеет 
более сложную структуру и описывается функциями Ханкеля с индек
сом V4. С помощью обобщенного метода перевала авторами получено 
равномерное асимптотическое представление (при /сЛ> 1) для ноля dv, 
содержащее указанные функции Ханкеля и справедливое при любых 
углах наблюдения р1>2.

13 частности, при г|;=я/2, когда элементарные рассеивающие полоски 
ориентированы перпендикулярно к ребру клина, это асимптотическое 
представление имеет в области следующий вид

dt
dv 1 =  —  008 bL  (pi, cp0) sin й sin ф,

4л
(3)

dv2 =  —  e~ihl 008 (p2, а —ф0) sin 0 sin (a —ф).
4л

Здесь kli sin" plf2» l  и

L  (p, ф0) =  - 2 [c0 (j}, ф0) +c, (a, ф0) j
,ihR

R

— I
/гл (cos pc —  COSfJ)

2R ]V|'л/8 С'Ло, фо) 
Q sin p

(*) (2x2)e iftH

-где

c,(a, ф0) =  

c(a, ф0)+ с (2 я —a, ф0)

Co(?, ф о )= -е(ф 0) (cos (5+sin "f0 cos фо)-1, 
c(o , фо)—c (2 n —a, фо)

2(cos2pc — cos2^)';‘ c2(o, фо) =

(0,ф °) =  ̂ - [
л (a+фо) ( л (о ф0) 

ctg — ------- +  clg -
2a 2a2 (cos pc +  cos p)1/2 ' ~ ‘ " 2a

Величины о и x определяются соотношениями
о = л —arccos (cos p/cos рс) при рс̂ Р ^ л —рс, 

o=i In {[—cos p+(cos2 p-cos2 pc)v,]/cos pc} при л —рс^р^л,

]■

/ kli \ v* cos pc — cos P
K = \ ~ i r  J — 7Y - ’V  S22= l - ( 2 x 2cosp+T4)/sin2p,

' o '  1 2  S i l l  p

где x=(cos pc—cosp)Vj и pc= | л/2—-у0|, cos pc=sin"f0. Параметр е(ф0), входя
щий в величину с0(р, ф 0) ,  определяется как е ( ф 0) = 1  при 0<ф0< л  и 
е ( ф о ) = 0  при ф 0> л .  Асимптотические выражения для нолей dvi(<), dv2{t) 
вытекают из приведенных выше формул, если у функции L ( р, ф 0)  отбро
сить в первой строке в квадратных скобках слагаемое с0(р, ф 0) .  13 области 
0 < р ^ р с асимптотики полей dvu dv2 и dv2{<) выражаются через функ

ции Хапксля Н̂ и и Н™.
В случае граничных условий Дирихле (а=0) неравномерная часть 

тока па рассеивающих полосках убывает с удалением от ребра как (&/?)“%, 
т. е. на порядок (по kR) быстрее, чем в случае граничных условий Нейма
на. В связи с этим первый член асимптотического разложения для поля du 
представляет собой всюду при /с/?> 1 сферическую краевую волну. Эф
фект концентрации волнового поля па конусе Pi,2= pr проявляется только 
в следующих членах асимптотического разложения. Вдали от поверхности 
конуса рс второй член асимптотики для du имеет величину порядка (кИ)~2. 
А на конусе Pi,2= p c on порядка (kR)~5/\  Вне конуса (Pi,2> p c) вдали от 
его поверхности этот члеп асимптотики представляет собой волну со сфери
ческим фронтом. Внутри конуса (pi,2< pc) вдали от его поверхности вто-
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рой член асимптотики состоит из двух слагаемых. Одно из них соответст
вует волне со сферическим фронтом типа exp(ikR), а второе слагае
мое — гибридной волне типа Н~2 exp [ikR cos(^i, 2—рс) ]•

Сферическую краевую волну, содержащуюся в полях du, dv и расходя
щуюся от пересечения полосок (z=£), назовем элементарной краевой 
волной (ЭКВ). Отметим некоторые ее свойства. Напомним сначала, что 
она представляет собой разность полей, создаваемых порознь полным то
ком и его равномерной частью: du=du{t)—du{0), dv=dv{l)—dv{0). В направ
лениях дифракционных лучей Рубиковича — Келлера (0 = л —Af0) в области 
вне клина (0<ср<а) поля du{t\  dv{,) не зависят от ориентации полосок 
(от угла if) и выражаются через известные функции /(< р, ф0, a), g(iр. <р0, а), 
которые описывают полные краевые волны, расходящиеся от бесконечного 
ребра клина [1]. Внутри клина (а< ф < 2л) в направлениях дифракцион
ных лучей (в = я —̂ о) слагаемые du{t\  du{t) обращаются в нуль. Этот ре
зультат является следствием экранировки внутренней области клина его 
гранями. Всюду вне дифракционного конуса (Й ^л—“(о) все ЭКВ опреде
ляются неоднозначно: их величина зависит от выбора угла if, под которым 
ориентированы рассеивающие полоски. Это обстоятельство, несуществен
но только в задаче о полной краевой волне и<п, и(п, расходящейся от 
бесконечного ребра клина. В этом случае интеграл по всем ЭКВ вдоль 
ребра дает для и{1), и{1) выражения, которые не зависят от угла if. Од
нако вопрос о выборе этого угла приобретает принципиальное значение 
при решении дифракционных задач для поверхностей с искривленными 
(непрямолинейными) ребрами.

Однозначно определить ЭКВ позволяет следующий принцип локаль
ности. В качестве элементарной рассеивающей полоски следует выбирать 
такую полоску, в каждой точке которой поле определяется краевой вол
ной, приходящей от собственного элемента ребра данной полоски. Оказы
вается, что таким свойством обладает только полоска, ориентированная 
вдоль дифракционного луча (я|:='у0) - Действительно, при любых других 
-ориентациях полоски иоле на ней будет определяться краевыми волнами 
(дифракционными лучами), приходящими от «чужих» элементов ребра. 
Очевидно, что в случае искривленного ребра L  такие «чужие» элементы 
ребра являются фиктивными, т. е. несуществующими реально (фиг. 2). 
Поэтому любой другой выбор ориентации полоски, кроме 1|:=^0, оказыва
ется абсурдным с физической точки зрения.

Заметим, что ЭКВ, рассеянные полосками, ориентированными вдоль 
дифракционных лучей, обладают замечательным свойством. Неравномер
ная часть тока па таких полосках имеет фазовую скорость равную с. 
Поэтому дифракционный конус (J,f2=pc в данном случае совпадает с самой 
рассеивающей полоской. Следовательно, ЭКВ du, du всюду вне полоски 
оказываются обычными сферическими волнами, которые не имеют ника
ких особенностей. Ниже приводится вывод асимптотических выражений 
для таких ЭКВ и обсуждаются их некоторые свойства.

Итак, полагаем угол 1|*=ч0 и ориентируем элементарные рассеивающие 
полоски вдоль дифракционных лучей. Выражения (2) для неравномерной 
части тока подставим в формулы Гельмгольца (1) и проведем в них сле
дующие преобразования. Для функции Грина и се производной восполь
зуемся интегральными представлениями

со

‘ j  {qhl)dp,
Ct

eihT1 
П

д iyt Г . , ,.
дух г, 2й,_со

где hi=[ylz+ (z l—£,)*]'*, q= (k2- p z)''\ Im q>0, tfft(1) и Я,(,) — функции Хап- 
келя. Разрезы па комплексной плоскости (р) проводятся по отрезкам ве
щественной оси —°°<R o(/?)^—/с, k<Re(p)<oO' Контур интегрирования

qH[{) (qht)dpt
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огибает точку р = —к  сверху, а точку р= к  — снизу. Эти интегральные пред
ставления подставляются в формулы Гельмгольца. В получившихся трех
кратных интегралах изменяется порядок интегрирования и вычисляется 
в явном виде интеграл по |i .  Затем в интеграле по ц замыкаются на беско
нечности (ri-*-±ioo) ветви контура D. К интегралу по такому замкнутому 
контуру применяется теорема о вычетах. В результате получаем

со

dut= —I—“d
4 3 Т

sin- ко и  (.о, ф0) ар,
— СО

dt
dvt =  —  e- il* 008 Tt>

4л khi
У1 Sm Ь~ J {qhj  У(о, q>t)dp,

—  00

где
cos о = — (р—к  cos2 Чо) /к sin2 у0 и

л  Г д(о+ф0) 4 л(о-сро)
U{o,  Фо) =  т— т 2 ctS —  -----------2а sm2 Чо L 2а

e(<po)&sin ф0
2а ]ч

V (о, фо) =

р —к cos2 Чо+к sin2 4 о cos ф0 ’
Л  Г я(о+фо) , Л  ( о —фо)

“— —— :—  ctg— ------- +  ctg------------2а  sm 'Yo sm a L 2а
e (ф0) к

р—к cos2 Чо+* sin2 Чо cos ф0
Параметр е(ф0) определен выше в связи с формулами (2). Функции Хан- 
келя заменяются их асимптотикой для значений После чего ин
тегралы (4) вычисляются приближенно методом стационарной фазы. 
Окончательные формулы для ЭКВ, излучаемых неравномерной частью 
тока, имеют вид

d t  eibR
d u = d u i + d u 2 =  —  e~iK cos bFu(О, ф)—— ,

2 я  i t

dv=dvi+dv-
dll в
~  e - iht C03r°Fv($, <р)-д

ikR (5)

где функции Fu, Fv представляют собой диаграммы направленности ЭКВ 
и определяются в области W?sin2 (5i, 2» 1  следующими соотношениями:

(6)

Здесь

Fu= - [ U ( a l, ф0)+£7(а2, а —ф0) ] sin2у0,

Fv= —[ У (а,, фо) sin ф+У (о2, а —фо) sin (а—ф) ] sin к о sin ih 

U (О,, фо) =17,(0,, фо)-Е/0(Р1, фо), V (Oi, фо) =
=У ((о,1 фо) У о (Pi, фо), и  {а 2, а-фо )=Ut(Oz, а - ф 0) -
Uо(^2, а-ф о), У(а2, а-ф о ) = V t (az, а - ф 0)-Уо(Рг, а-ф о),

COS (Ji=Sin f)' sin Ко cos ф—COS "& COS Ко, cos f$2=
= sin  sin Ко cos (а —ф) —cos ■O' cos Ко.

Выражения для функций Ut, У,, U0, У„ запишем, опуская нижние индек-

я
сы у величин о,, 2 и р,, 2:

U, (а, ф0) =
2a sin К'

f л(о+фо) . я  (о—Фо)
[c tg —  --------- ctg

У, (о, фо) = 2а sin2 к-=— [ 2 sin а *-
ctg

2а 
я(а+ ф 0) 

2 а

I
+  ctg

2а 
зх(о—фо) 

2а ■]
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Vo (р, фо) - е  (фо) (cos ji-cos2 70+sin2 70 cos ср0) \
фо) — Vo(Pt фо) sill фо,

где е (я )= 1  при 0 < £ < я , г (х )= 0  при х>п.  Величина о определяется соот- 
лошениями cos o=(cos2 70—cos (5)/sin2 70 u

о = я —arccos[(cos p—cos2 70) /sin2 70] при 0<

o = i In {cos2 70—cos (Л-[ (cos2 70—cos p)2—sin'* 70] ,/2} —

—24111(811170) при Р*<(*<я,
где pfc= 27o при ()<70̂ я / 2, р*=2 (я—70) при л /2=^70< я .

Заменяя б формулах (6) величины U, V на Ut, Vt или на Е/0, V0, полу
чим соответственно выражения для Fu{t\  Fv{t) или для Fu{0\  Fv{0). Функции

Fu,l и F^v суть диаграммы направленности ЭКВ, излучаемых порознь
полным током или его равномерной (геометрооптической) компонентой. 
Обе эти функции F{t) и F{0) принимают бесконечно большие значения на 
конусах р1=фю и (*2=[}2о, где cos p10=cos2 70—sin2 70 cos ф0, cosj}20=cos2 70— 
—sin2 70 cos(a—(ро). Эти конусы можно условно назвать «геометрооптиче
скими», поскольку на них находятся лучи, соответствующие геометроон- 
тическим границам. На конусе pi=pi0 лежат лучи ,0 = л —70, ф=л+ф0 и 
•0,= л —7о, ф = я —ф0. Первый из них лежит на границе света —тени, возни
кающей из-за затенения падающей плоской волны клином. Второй луч 
лежит па границе плоской волны, отраженной от грани клипа (р=0. На ко
нусе р2= ? 2о находится луч i)= я —70, ф = 2а —ф„—я, который лежит на гра
нице плоской волны, отраженной от грани клина <р=2а. Однако ЭКВ, 
излучаемая неравномерной частью тока, остается ограниченной на этих 
«геометрооптических» конусах. Действительно, на конусе pi=(Jto, где 
0i=(po,

Т7 / \ Ctg фо | Я Яфо ~~ / ч гт/ ЧУ.
и  (фо, фо) =  -  --- +  о — г -----Ctg----- , V (фо, фо) =  и  (фо, фо) /Sin фо.

А на конусе р2= р20, где о2= а —ф0, ограничены функции U (а2, а —фо) 
и V (а2, а —ф0). Заметим также, что функции FUfV и FUtVil) принимают 
только вещественные значения, хотя их аргументы Oj,2 могут быть комп
лексными величинами.

Наиболее простыми оказываются выражения для ЭКВ в направлениях 
дифракционных лучей (0 = я —70):

e ikR
, - * t  с о .  Y  ( ф >  ф о а ) —

■ dt,
d a = т / R ’

dv =  е~Л1 °°* ug' (q>, <р«, а)
Z71 П.

ihR (7)

TV

£(ф:
COS cos

Здесь f = f - f ,  gl= g ~ g \
/ ( „ , Ф . , а ) 1 _  i s .n r f U r

), ф0, а) > х а  а 1 11 а
я (ф + ф о 2  j - ‘ |

Л(ф-фо)
С 6 Г '

[
Я ‘

г cos------ cos

/Чф.фо,а) =

а
8(фо)вт фо

а

+  -
е ( а —ф0)з1 п (а —ф0)

£°(ф,фо,а)= -

cos ф 4- cos фо cos (а —ф) +  cos (а —ф0) * 
в(ф 0) в т ф  8 (сс—ф0) sin (сс—ф)

cos ф +  cos фо cos (а—ф) +  cos (а—ф0)

Функции /*, gl описывают диаграммы направленности краевой волны, из
лучаемой неравномерной частью тока. А функции /, g и /°, g° — диаграммы 
краевых волн, излучаемых соответственно полным током и его равномер

н о



Фиг. 3. Диаграммы направлсппости элементарных крае
вых волн: 1 -  функции |/ги(<) , 2 — функции \FU\- Гори
зонтальная прямая — полярная ось. На верхней границе 
этой оси полярный угол О равен 0°, а па нижней — 0=360°
Фиг. 4. То же, что на фиг. 3: 1 — функции 2 —

функции \FV\
ной частью. Свойства этих функций изучены в [1]. Формулы (7) согласу
ются с результатом работы [2].

Поля ЭКВ в общем случае не удовлетворяют принципу взаимности, 
поскольку они представляют собой только часть полной краевой волны, 
рассеянной всем ребром клина. Лишь в частном случае, когда точка на
блюдения попадает на конус дифракционных лучей о̂) ноля du{1'
и dv(t) удовлетворяют данному принципу. Это исключение не является 
случайным и обусловлено тем, что в направлениях й = я — полпая краевая 
волна, рассеянная всем ребром клина, фактически формируется совокуп
ностью ЭКВ, выходящих из окрестности точки z=t) на ребре клина, по
скольку эта точка оказывается точкой стационарной фазы. Отметим еще, 
что внутри клина (а< ф < 2я) в направлениях дифракционных лучей (0 =  
= я —ч<>) параметры at и а2 принимают значения Oi=<p—я  и а2= я + а —ср. 
Поэтому здесь du{t)=0 и dvin= 0, что является следствием экранировки 
внутренней области клина его гранями.

На фиг. 3, 4 построены в логарифмическом масштабе в полярных коор
динатах графики функций \Fu,v |, |^»,„|, рассчитанных для значений 
Чо= Фо= 450, а=315°. Графики изображают диаграммы направленности 
ЭКВ в плоскости <р=сс/2, a /2+я, рассекающей клин на две равные части. 
Полярный угол -0 изменяется в пределах от 0 до 360°. Интервал (Х й ^180 :: 
соответствует пространству вне клина (ф=а/2), а интервал 180° « К  
<360° — пространству внутри клина (ф = а/2+ я). Максимальные значения
функций \F%\,  указанные на графиках, равны 100. Эти максимумы ле
жат вблизи направлений pi=Pio, где |Fu]v |=°°. Минимумы функций | F^ v\, 
расположенные при 0=225°, соответствуют дифракционным лучам (0=
=я+ 'у0) внутри клипа, где Fu]v =0.

Полученные в статье результаты могут быть использованы при по
строении асимптотической теории электромагнитных краевых волн, рас
ходящихся от бесконечно малого элемента ребра идеально проводящего 
клина. Задача о таких элементарных краевых волнах является существен
но векторной и не сводится полностью к своему скалярному (акустиче
скому) аналогу. Однако в ней также возникают интегралы типа (4), 
асимптотики которых изучены в данной работе.

В заключение авторы выражают благодарность Г. Д. Яковлевой за 
помощь в проведении численных расчетов.
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