
шеи степени чувствительна к особенностям поведения профиля n(z), чем cosq>m(tf). 
В статье Крупина [2] указывалось, что в случае отрицательного градиента скоро­
сти 1т вначале возрастает с номером т , а следовательно, может убывать. К еще бо­
лее аномальному поведению может привести наличие слои с почти постоянной ско­
ростью вблизи поверхности, что характерно, например, в летнпй период времени.

Пусть величина от  для некоторого т  лишь ненамного меньше показателя пре­
ломления в верхнем слое перемешивания. Тогда пз лучевых соображений длина 
цикла для соответствующей нормальной волны аномально велика, а коэффициент 
затухания аномально мал. Рассмотрим модельный пример. Пусть показатель пре­
ломлении n ( z )  задан формулой n ( z ) = A + B  arctg /c(z-z0), где А=0,985, £=0,00955, 
/t=15, 7/=0,4. На частоте 66 Гц для первых четырех нормальных воли соответствен­
но получаем /i=3,S, h = 3,2, /3—5,1, /4=3,1; cos<pi=0,075, cosср2=0,11, cos(р*=0,15, 
cos (р4 =0,17.

Таким образом, из (11) следует, что в рассмотренном примере наименьшим зату­
ханием характеризуется первая нормальная волна, затем третья и лишь за ними 
вторая, четвертая и т. д.
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УДК 534.222

Р А С С Е Я Н И Е  З В У К А  В Т Р Е Х М Е Р Н О -Н Е О Д Н О Р О Д Н О М  В О Л Н О В О Д Е
С Н Е Р О В Н Ы М  Ж И Д К И М  Д Н О М

Ч  и л  а  ч а в а  Т ,  И .

К настоящему времени сравнительно хорошо изученной является задача о рас­
пространении звука в среде с вертикальной стратификацией. Это естественно, так 
как предположение о слоистости среды позволяет использовать при математическом 
исследовании задачи метод разделения переменных с последующим получением бо­
гатого набора формул, удобных как для численных расчетов, так и для выявления 
различных физических закономерностей. При расчетах звуковых полей в слоисто- 
неоднородных подводных волноводах на высоких частотах, когда число распростра­
няющихся мод велико и расчет их на основе различных численных методов неэффек­
тивен, широко применяются асимптотические методы (лучевой метод и асимптоти­
ческие варианты метода нормальных волн) [1, 2].

Значительно меньше изучено распространение звуковых воли в трехмерно-неод­
нородной среде. По сути дела, единственным общим подходом к исследованию высо­
кочастотных колебаний в таких средах является лучевой метод. Однако лучевому 
подходу свойственны хорошо известные трудпостп, связанные с дифракционными 
эффектами: образование каустик, полутеневых и теневых зон. В ряде случаев до­
пустимо предположение о слабой зависимости параметров среды от горизонтальных 
координат. Такое допущение позволяет развить для решения задачи метод, имеющий 
много общих черт с техникой разделения переменных (в акустике этот метод из­
вестен под названием схемы Барриджа -  Вейыберга [3]).

Ниже предложен эффективный подход к решению задач распространения зву­
ка низких частот в трехмерно-пеоднородпой среде, связанный с использованием ме­
тода асимптотических разложении по малому параметру, характеризующему откло­
нение показателя преломления среды от единицы. Рассмотрена задача вычисления 
звукового ноля точечного источника в неоднородном волноводе с неровным жидким 
дном. Предполагается, что вертикальный масштаб неровности дпа значительно мень­
ше глубины волновода.

Подобные задачи, помимо известного теоретического интереса, важны и прак-
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тнчески; так, например, при волноводном сверхдальнем распространении звука в 
слоисто-неоднородной среде влияние даже небольших неоднородностей или неров­
ностей границ может весьма сильно сказаться на дальности распространения.

Звуковое давление, создаваемое гармоническим точечным и с т о ч н и к о м  в  точке 
x = ( x i y x 2, х 3)  водного слоя, описывается выражением р(х, /)=К е[ие(х)е“ ^ ] ,  где 
комплексная амплитуда поля и Е ( х )  -  решение краевой задачи (здесь и далее все ве­
личины даны в безразмерном виде, причем в качестве размерного физического па­
раметра взята глубина волновода: Н  : Н~= max mod h ( x u x 2 ) ,  где x 3 = k ( x u  х 2 )  <0 -

уравнение дна, а решение определяется в слое S2|—£2ox [/i,0]:
(Д+&2я2 (х)) нв= - 6  (х-х°), -1 + е /(х ')< * 3<0, (1)

/ д и е  д а  \ I
He | * s= o = 0 ,  ( U e— U )  | x 3= - i + e / ( x ' ) = 0 ,  I —  —  ‘ ) =

\  о \ & д \ & /  ! *з— 1 + е / ( х ' )

(A + * V )» = 0 , *3< -1 + е /(х ') ,
ие(х)-*>0, н(х)-»0, |х —х°I ► °°9 Im (о>0,

где тг(х) =1+ец(х), щ 2 -  квадраты показателей преломления водного слоя и жидко­
го дна, в -м алы й  параметр (в реальных ситуациях е.^0,04), т] (х) (Qj) и 
inaxiiiod ц (х )^ 0 (1 ); х '  =  ( х и х 2 ) \  х3= - 1 +е/(х') -  уравнение дна в безразмерном

виде (здесь иредполагается, что отношение вертикального размера неровности дна 
к глубине волновода порядка е), к  — безразмерное волновое число, х ° =  (0, 0 , х3°) -  
точка, в которой расположен источник, к~1=аг (a=0(i)) -  отношение плотности 
воды к плотности дна, /(х ')  > 0  -  гладкая функция, отличная от нуля лишь в неко­

торой ограниченной области £2: £2 =  (J и при Д >  f | Aj =  0 ; ve -  внешняя ыор-
} = l j = i

маль к границе, вычисляемая но формуле
/ dj д/ \

Ve(xr, - 1  + е / ( х ') ) =  (1 + е21V'/12)~ ъ ( - е  — , - е  — ,1 =
\ о х  1 д х 2 I

/  df д/ \
— ( 0 ,0 t 1 ) — e l  — , — , 0  +

\ о х  1 д х 2 >

Найдя решение и(х) в однородной жидкой области #3< —1+е/(х'), далее можно 
для функции нЕ(х) построить первые два члена ряда теории возмущений. Козффи- 
циенты этого ряда ищутся как решения некоторых краевых задач для неоднород­
ного уравнения Гельмгольца в невозмущенном волноводе.

Таким образом, решение краевой задачи (1) ищем в виде иЕ(х) = и 0(х) +euj (х) + . . .  
где главный член асимптотики и0(х) есть решение задачи в невозмущенном вол­
новоде:

д и 0
(Д + &2)ио=-6(х-х°), и01x3*=—о=0, - —  = 0

д х г — ,

и имеет вид
1 V 1 О )

Но (х)  ---- sin (р„лг3°) sin (рп*з) Яо ( к а п ! х' | ), (2)
2 »s=o

рл= (я+0,5)я, (л=0,1,2,...), а„= Vl-frn2,
Ьп= $п/к',

при этом ветвь квадратного корня выбирается из условия lm an^ 0 , а к=£ (s+0,5) л, 
( s = 0 ,1 ,2 ,...) .

Ограничение на безразмерное волновое число введено для того, чтобы исключить 
поперечный резонанс, при котором амплитуда соответствующей моды (номера s)  
неограниченно возрастает.

Следующий член асимптотики u t (х) есть решение неоднородной задачи:
д и \  I

(Д+/сг) ц ,= - й г11(х)!г0(х), b1U = o= 0, —  =  i|)(x ')+ ф (|х '|) ,
1*а— 1

/  д 2и 0
Ф (х ')« (  V'b0V 7 - /( x/) •—N dxz2
a k i  \ Н  ----------------  d j

ф ( | х ' | ) в    2 j ^ a- Wi2(“ l ) n + 1 sin //о (А*Яп|х'|)
2
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и имеет вид (будем интересоваться только распространяющимися модами)

м
“ 1 (X) =  *3 № (*') +  <р(|х' | ) ) + - |~ У !  sin (Pmz3) X

7П= о

Х { ( -  1)т  Т - 2  Y an  -  ( -  ‘ Г 1 sin 5 Я < »  (г„) Л.» (рж) dy - +

+ Ь  (-1 )
Р 2

п>-0 
т

т

х * <° (гп ) Я«(Гт)йу' «Л2

/тп (> ') I
-1

Gm(x',y') Е (1)

ik 2 Г1
Z j

sin (pn.r3°) ( 1 т * &

/>
щ

\

/ ( y )Gm (x -,:y ) d y ’ \
и

*

Г к 1 1,и =  —
L л 2 J

Г' | .  '•»=•к а п | У' I ,

(гп)//»'' (рm)+ a « a mI l [ l) (Рт)//,

(3>

(1)

где 0 -  угол между векторами у' и х '-у '.
Формула (3) дает модовое представление для возмущения звукового поля. Рас­

сматривая распространение моды с фиксированным номером т , видим, что возму­
щение поля имеет вид континуальной суммы расходящихся вторичных волн, «источ­
никами» которых являются неоднородности; при этом амплитуды этих волн пропор­
циональны величине е и зависят от параметров всех мод. С этой точки зрения про­
цесс рассеяния можно представить себе как переход энергии звуковой волны от 
моды данного номера (падающая волна) к модам других номеров (рассеянные вол­
ны). Таким образом, неоднородности осуществляют связь между модами разных 
номеров, которые были бы вполне независимыми в волноводе, не содержащем неод­
нородностей.

Следует также отметить наличие в формуле (3) слагаемых двух типов: первый 
(зависящий только от рт , г„) соответствует ненаправленному, а второй (зависящий 
также и от угла 0) -  направленному излучению волн «элементарным источником»,
находящимся в точке у'е<,10 (в случае ненаправленного) и в y 'e Q  (в случае на­
правленного) .

Полученные выше формулы (2), (3) аналитически описывают рассеяние звука 
неоднородностями среды (рефракция), а также небольшими подводными горами.

Рассмотрим некоторые практически важные следствия.
Формулы (2), (3) (в случае а = 0 , /= 0  и,например,ц(уз) =а(уз~У 1°)+6(у з-у 2°)2+ 

+  Уз°) будут давать решение задачи о рассеянии звуковых волн в плоскослоистом 
волноводе с твердым дном. Коэффициенты 1 тп при этом имеют вид

/»НП —
а — 2Ь уг{

I1
+ (—1)п—т+1 1 +(_!)»+ т

(Р»-М (Р»+Мг ■] +

as

Г ( — 1) п—т
Л- /, [ ___________ __

( _ j ) n  + m + , т

L ( Р п - М 2 ( P « + W *  -1
(а-2Ьу2°) (р ,* + 1 ) byjr-ay i° Лг

4 Р .2
i  г ф 

2

т=*=п,

Ъ ( 2р.2+3) уз*
12р.2 2

Для случая однородного волновода (г]=0) и твердого дна (а^О) при М=0 (одна 
распространяющаяся мода, например низкие частоты), |у ' | ,  | х ' - у ' |» ( Ага0)—1 (рас­
стояния от источника и приемника до неоднородности Q  велики), а также d j =  
=О [(/м 0)-1] (диаметры d j  областей A j  малы) при x '^supp  i|>(x') из (2), (3) получим

N

—ik2 Y1 Г .
М * ) - ’------- sin (рра̂ з0)sin (Ро#з) /  , J /ИУ')<*У'—  ~  (1-во* cos Oj); (4)

2л .=1 Л/ ypotro,
N

здесь учтено, что /(у ') =  /П уОХлДу') , где */Л;(у') характеристическая функция

множества Aj. 
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При этом для интегралов, содержащихся в выражении (4), имеют место простые 
•оценки

Г Tldj2

/ j  =  J /|(У')<*У(,)< / ; - — .
°  4Л/

где ] j  — среднее значение функции /,•(у ') в области Л,-.
Для конкретных числовых расчетов дифракции звука на небольших подводных 

горах (папример, эллипсоидальных) в качестве фупкции /(у ') можно взять
N _________________________________________________________

(i/i-i/i)2 +{Уг-Уг!)'1 0 Г 1 _ (У1~Уп)г + (У2-!1и)2

где 0 (г) -  функция Хевисайда.
В задаче дифракции звука па неровностях морского дна формула (4) в случае 

N = i  позволяет сделать, например, следующий вывод: при рассеянии звука неболь­
шой подводной горой отношение интенсивностей отраженной волны в точках х 1, х1 
определяется соотношением

|щ (х 1) | 2 /  БшфоХз0 )

I « 1 (х2) | 2 \  sin(po^3(2>)

где 01, РГ \  — значения параметров 0, ро, .г3 для точек (Z=l, 2).
Формула (5) показывает, что интенсивность отраженной от одиночной подвод­

ной горы звуковой волны обратно пропорциональна расстоянию до неоднородности.

2 /  1—ao2cos0i

)‘(£ пл“ спя 0«

. 2 (2) 
У  Ро

/  А . ( » )  ’
(5)
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