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РАССЕЯНИЕ ПЛОСКОЙ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ НА ПРОТЯЖЕННОМ
ТЕЛЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ

Т э т ю х и п М .  /О ., Ф е д о р ю к М .  В .

Задачи дифракции плоской звуковой волны на протяженных телах 
с акустически жесткой, мягкой пли импеданспой границей сведены к 
одномерным интегральным уравнениям Фредгольма второго рода. Про
ведены численные расчеты.

Рассматривается задача дифракции плоской волны w0(r)= ex p (i(k , г)) 
на теле В ,  граница которого S-гладкая и задана уравнением r = d F ( z / l y ср), 
— K z ^ l y 0 ^ ф < 2 л , в цилиндрических координатах. Здесь 0< F ( t y ср)^1 
при |* |< 1 . Рассеянное поле гг (г) удовлетворяет уравнению Гельмгольца

(Д+А;2)гг(г)=0 (1)

во внешности В  поверхности S одному из краевых условий:

a) гг(г)+гг0(г) |s= 0 ; б) д / д п ( и { г ) + и 0( т ) )  | s= 0

в) (d / d n — i k g ( z / l , cp))(a(r)-f-w0( r ) ) |s= 0

и  условию излучения Зоммерфельда. Здесь д / д п  — производная но на
правлению внешней нормали к S, импеданс g  — гладкая функция, 
R eg < 0 . Предполагается, что k d =  1, I c l >  1, так что & = d / l <  1, и тело В  

вытянутое. В случае, когда В  — тело вращения, эти задачи исследованы 
в работах [1, 2].

Пусть и { г) удовлетворяет краевому условию (26) или (2в). Будем ис
кать гг (г) в виде волнового потенциала простого слоя

S Г—Г

Функция n i(p )  удовлетворяет уравнению (1) и условию излучения. Если 
тело В  — акустически жесткое, то плотность ц удовлетворяет интеграль
ному уравнению Фредгольма второго рода (см. [3])

— 2 . , ( г )  +  ..Ч - i l L  и у ) д  -  .  , = l S |  ( 4 )
d n t г — г  д п

которое может быть решено только численными методами. При этом воз
никают следующие существенные трудности. Во-первых, экспонента в 
подынтегральном выражении быстро осциллирует, так как /с/»1. Во-вто
рых, для вычисления иптеграла требуются квадратурные формулы высо
кой степени точности, а они известны только в случаях, когда S — сфера 
или вытянутый сфероид. Используя асимптотические методы, сведем урав
нение (4) к одномерному интегральному уравпепию Фредгольма второго 
рода, ядро которого не содержит большого параметра k l y и это уравнение 
можно решать численно с помощью стандартиых методов.

Пусть к у 0О, фо — сферические координаты волнового вектора к. Будем 
искать неизвестную плотность \х в виде пропзведепия осциллирующей 
экспоненты на медленно меняющуюся функцию z :

[ i = e x p ( i k z  cos 0О) v ( z / l y ф). (5)
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Введем обозначения: r= d r0, r 0 = F ( z ' ,  <р), z ' = z / l ;  тогда получим
2 Л

П,((а) =  d e x p { i k z c o s 0О) j  I ( v ) c l C p ,

О

/ < v ) - j  e - P (^ g )  У ^ + ^ Й 8 ^ У / Ч ( < , ф ) ^ ,  (6)
- i  11'

где F = F ( t , ф), /?12= (^ —z ')2+ e 2[r02+ F 2—2r0Fcos(<j)—ф )], ()= /?i+ (£—z')X  
Xcos0o. Рассмотрим вначале случай, когда sinGo^O, так что направление 
падения плоской волны не совпадает с направлением оси O z .  Используя 
результаты работы [4], получаем, что на поверхности S

2л

П, (n) =  exp(iA:zcos0o)®i(v), Ф ,(\’) =  n i d  j"I I X
О

X ( k d p  sin 0o) l K * + r » 2 v  (2',  ф) йф, (7)

a n .  0 0
д а

=  expO&z cos 0O) 0 2(v),

2 л

Ф2(v) = — n i k d  sin 0O (г02+ г0ф'2)" v* J tf i(i (Mp sin 0O) p"‘ [r02—r0r0 cos (<p—ф) —

(8)
- / v V  sin (ф -ф ) ] Уг02+ гоф' 2 v (z', ф) йф,

где r 0= F (z '1 ф ) ,  p2= r 02+ r 02—2/*0r 0co s(f—ф) и QWJdn —  прямое значение 
нормальной производной потенциала (см. [3 ]). К этих и последующих 
формулах отброшены члены порядка 0 (e )  и 0 ( ( Ы ) ~ г ) .  Из формул (4),
(5), (8) получаем

—2n v ( z \  ф ) + ® 2(v )  = — i k  sin 0о(го2+Гоф'2)~'/г[го сов (ф —ф о )+ г 0ф' в т ( ф —ф0) ] X
Хехр [ i k d r 0 sin 0О cos (ф—фо) ]. (9)

Тем самым для функции v получили семейство одномерных интегральных 
уравнений Фредгольма второго рода, зависящих от параметра z 'e  [—1,1] 
и не содержащих большого параметра k l .  Ядро каждого из этих уравне
ний имеет слабую особенность в точке ф = ф  типа a ( z ' ) I n | q : —ф |  и беско
нечно дифференцируемо при ф=^ф. Если S  —  поверхность вращения, 
то уравнение (9) есть уравнение в свертках, которое имеет вид

2л

- 2 jiv ( z ' ,  <р) +  f К ( ( р - ( p , , z , ) v ( z ' , r p ) d $ = h ( z ' , ( p ) ,

где h  —  правая часть уравнения (9), и ядро /С(ф, z ') , 2л — периодично
оо

по ф. Это уравнение решается: разложив v, h  в ряды Фурье v„ ( z ' ) e in4.

00

найдем коэффициенты Фурье vn(z'), которые явпо выра-
— 00

жаются через функции Бесселя и Ханкеля первого рода порядка п .
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Точно так же выводится интегральное уравнение при импедансном 
краевом условии (2, в ) :

—2jtv (z ' t ф) + Ф 2(v) — i k g  ( z \  ф) Ф 1 (v) =

= ( -  ̂ - + i k g ( z \  ф) ) exp[ i ( k xx + k v y )  ] | s. (10)
'  o n  '

Из формул (3), (5) находим амплитуду рассеяния

1  2 я

/(0 , ф; 0о, фо) ==dZ J dt J dtp exp[ i k l t (cos 0O — cos 0) —
-1 0

- i k  d F ( t , Гр)sin e cos(cp-cp) ] VF2(i, r p ) + ^ '2(f ,(p )+ e 2̂ 2(i, <P)F.'*(Mf) v « , ф).
(H )

При cos0= cos0o быстро осциллирующая экспонента в интеграле (11), 
содержащая А/, обращается в единицу. Вблизи этих направлений ампли
туда рассеяния имеет резкий максимум порядка I .  В остальных направ
лениях /  имеет порядок d.

Асимптотические формулы для интеграла /(v )  справедливы, если 
точка (г, ф, z )  лежит впе некоторых малых окрестностей торцов тела 
r= 0 , z = ± l .  Соответственно уравнения (9), (10) справедливы, если точка z '  

лежит вне некоторых малых окрестностей точек z '= ±  1. Однако сравне
ние значений амплитуды рассеяния, вычисленных приведенным выше ме
тодом. со значениями, вычисленными для вытянутого сфероида с помощью 
точного решепия в работе [5], показывает хорошее совпадение обоих зна
чений. Более подробно об этом будет сказано ниже.

Пусть 0о=О. В этом случае асимптотические формулы для ITi(jx) и 
д / д п  Г11(р) становятся непригодными, и его приходится исследовать от
дельно. Для акустически жесткого тела вращения эта задача была иссле
дована в работе [6]. Применим другой метод. Представим интеграл I ( v )  

в виде
1

/ ( v ) =  J  exp [Ш  (/?i+ ( 1—6) { t — z ) )

- 1

X exp [ Ш  (t - z ' )  ] l l F*+F9' z+ e2Fz'2Fz v ( L  ф) d t ,

(обозначения те же, что и в формуле (6)), где б — параметр, е < б < 1 . Как 
показано в работе [4], основной вклад в асимптотику интеграла /(v ) вно
сит точка t 0 такая, что t 0= z ' + O ( E 2) . Поэтому последняя экспопепта равна 
1 + 0  (еб) в этой точке, и получаем, что

/  (v) = ш fcdpY26—б2) УK+-FF^/2v( z '  ф). (12)

Пусть D  — акустически жесткое тело. Будем искать плотность р в виде

p = € e 'hrv(z/Z, ф). (13)

Вычисляя асимптотику d l h  (р)/<9>г, получаем интегральное уравнение для 
функции v:

2 л
О , / ч , О , 2 . /24 -V f r°2-Wo cos (ф—Ф) -ГоГоф' Sin (ф-ф)2nv(z , ф) +2 (го“+г0ф 2) -  ' J -------г-------------- ------------------------ X

о Р

ХУго2+Го®'2 V (z', rn') d f o  — —
Гг02+Го/2

( W
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Фиг. 1. Диаграмма рассеяния. Сфероид. k l= 20, kd=2, 0о=9О°, ф0=0°, ф=0°, а= 1
Фиг. 2. Диаграмма рассеяпия. Трехосный эллипсоид. kl=20, kd=2, 0о=9О°, ф0=0°,

Ф = 0 ° ,  а = 2

Фиг. 3. Диаграмма рассеяния. Трехосный эллипсоид. к1=20, kd=2, 0О=15°, ф0=0°,
Ф = 0 ° ,  а = 2

Фиг. 4. Диаграмма рассеяпия. Трехосный эллипсоид, k l=20, kd=2, 0о=О°, ф0=0°,
Ф=0°, а=2

Заметим, что это уравнение можно формально вывести из уравнения (9), 
если устремить в последнем 0о к нулю. Из формул (3), (13) находим 
амплитуду рассеяния

1  2 Л

/  (0, ф; 0,ф0 )= d*  |  d t  J  d < i > e x ] ) [ i k l t { i  —  cos0)— i k d F  ( t , ( p )  s i n  Q c o s  ( у —  ф) ]X
• -1 0

X V f2 (t , Ф) + iV 2 (*, cp) + e 2F2 (*, Ф) F / >  (t , Ф) v (*, Ф).

Из сравнения этой формулы с формулой (11) видно, что в данном случае 
максимум амплитуды рассеяния меньше, чем при sin 0о̂ О.

Для акустически мягкого тела (краевое условие (2а)) рассеянное поле 
будем искать в виде волнового потенциала двойного слоя

Ц ( г №

плотность р снова возьмем в виде (5). При sin 00=^0 для функции v полу-
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чим интегральное уравнение
2 л

2n v  ( z \  ф) —n ik d  sin 0О .f Н } 1) ( k d  р sin 0О) р " 1 [ г 02— г 0г0 cos (ф—ф) +
о

+ г 0г 0Ф'  s in (ф  ф) ]v (z ',  ф )йф  =  -  exp[ i k d r 0 sin 00 сов(ф -ф о) ].

Ядро этого уравнения также имеет логарифмическую особенность при 
ф=ф. Из формул (5), (15) следует, что амплитуда рассеяния имеет вид

2 л  1

/(0 , Ф, 00, фо)=—i k d l \  d i p  I  d t  exp [ i/сЙ (cos 0O — cos0) —
0 -1

—i k d F { t ,  ф)sin 0 cos(ф—ф) ] [ s i n  Q ( F { t ,  ф)соб(ф—ф) —
- F * ( t ,  ф )вт (ф -ф ))М * ,ф ) ( К))

и имеет резкий максимум при cos0= cos0o.
Расчеты амплитуды рассеяния но формулам (9), (10), (14) проводи

лись численно на ЭВМ.
Решение уравнения Фредгольма второго рода искалось в виде частич

ной суммы ряда Фурье для каждого фиксированного z': v(z', ф) =
I f

cmexp(frmp). Далее использовался метод коллокации, приводящий
m— N

к системе 2А+1 линейных уравнений с неизвестными ст. Таким образом, 
для каждого z ' находили значения v(z', ф) в 2ЛН-1 точках по ф.

Расчет всех интегралов производился по квадратурным формулам 
Гаусса с числом узлов, равным 11-ь23, т. е. А =5-И 1.

На фиг. 1—4 представлены рассчитанные значения |/(0)/Z| (при фик
сированных ф0, Ф, 0о) для акустически жесткого тела, граница которого 
задана уравнением r= d | (1—z2/Z2)/(cos2 ф+о:2 sin2 ф) ] ,/а, а > 1 .  В случае а = \  

(сфероид, фиг 1) такой же результат был получен с помощью точного 
решения в работе [5]. Если а = 2 , что принято для расчетов, то тело пред
ставляет собой трехосный эллипсоид с соотношением осей 20 : 2 : 1.

Авторы выражают благодарность В. В. Тютекину за постоянное вни
мание к работе.
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