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При колебаниях инженерных конструкций под действием приложенной силы в 
местах крепления возбуждаемого элемента к смежным частям возникают частотно- 
зависимые силы, которые на резонансных частотах этого элемента могут существен
но превышать возбуждающую силу. Отношение этих сил к возбуждающей силе на
зывается коэффициентом передачи силы или коэффициентом динамичности колеба
тельной системы [1]. До настоящего времени в выброакустических исследованиях оп
ределению этого коэффициента уделялось недостаточное внимание. Вместе с тем при 
излучении в окружающую среду акустической энергии колеблющимися пластинами 
и другими элементами конструкции величина излучаемой ими энергии в области 
низких частот пропорциональна действующей на конструкцию силе [2]. Поэтому 
знание коэффициента передачи силы для конструкции, излучение которой стремят
ся понизить, было бы весьма полезным. Ниже на примере простых конструкций, 
являющихся элементами различных корпусных конструкций, показано, как влияют 
собственные и внесенные потери на коэффициент передачи силы, а также исследо
вано влияние на него резонансов элементов конструкции, что позволяет выделить 
существенные с точки зрения практики условия понижения коэффициента переда
чи силы.

В настоящей работе с указанной точки зрения рассмотрены такие элементы ин
женерных конструкций, как опертые балки конечной длины, что соответствует бес
конечной пластине конечной ширины при линейном синфазном возбуждении, беско
нечная опертая по двум линиям пластина и соединение параллельных пластин с 
помощью не деформируемых пластинчатых связей. Во всех рассмотренных случаях 
исследованию подвергнут коэффициент передачи силы в месте крепления возбуждае
мого элемента корпусных конструкций при пзгпбных колебаниях. В простейшем 
случае симметричного возбуждения конечной опертой балки поперечное смещение 
•балки w(х) может быть представлено в виде суммы общего решения дифференци
ального уравнения, описывающего нагибные колебания балки и его частного реше
ния, соответствующего действию точечной силы в центре балки длиной 2а:

w=Ci cos kx + Сг ch кх +
4 Dk*

(ieik i*l—e"fcl*i), ( 1 )

где D -  изгибная жесткость, k -  комплексное волновое число изгибных воли, равное 
Ус=/с0(1 + /ц ')? ц= 4ц' —коэффициент потерь, F0 -  амплитуда действующей силы.

Подстановка выражения (1) в граничные условия и>|АВ=а= 0  и d2w/dx2 |*=а=0, 
позволяет определить коэффициенты С\ и Cz. Из найденного приведенным выше спо
собом смещения можно определить величину силы, действующей на границах 
-стержня:

d*w
Fa = D -----

дх* X-
Опуская названные операции, приведем выражение для коэффициента передачи 
•силы:

2Fa 1 Г 1 1 1
х = ----- =  —  ---------- + ---------  . (2)

Fо 2 L cos ha ch lea J
На фиг. 1 представлена зависимость модуля коэффициента передачи силы от волно
вого размера ак. Из фигуры видно, что в отсутствие потерь на резонансных часто
тах балки коэффициент передачи силы принимает бесконечные значения, при нали
чии потерь этот коэффициент па тех же частотах с ростом волнового числа прибли
жается к асимптоте 1/2 sh акл\', а на антирезонапсах -  к 1/2 ch а к ц \  с ростом 
частоты (a=const) коэффициент передачи стремится к нулю.

Приведенный результат качественно совпадает с полученным в работе [3], где 
приводится результат вычисления коэффициента передачи силы для зажатой балки 
Тимошенко, но из-за усложнения постановки задачи аналитического выражения для 
этого коэффициента и его асимптот получено не было. Для сравнения укажем, что 
величина коэффициента передачи силы на первом резонансе в случае опертой бал
ки оказывается в 1,2 раза больше по сравнению с балкой с зажатыми концами. Иная 
картина будет в случае частотно-зависимых потерь, так как это бывает, например, 
для элементов конструкции, в которых потери определяются оттоком энергии в со
седние элементы. Простейшим примером такой конструкции может служить беско
нечная, опертая в двух точках балка, возбуждаемая, например, в центре опертого 
пролета.

Используя известное решение для поперечного смещения бесконечной изгибио- 
колеблющейся балки, возбуждаемой в точке х = х 0 поперечной силой с единичной 
амплитудой:

1
wo (х) = -------- (iei k . (3)

ADk3
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Фиг. 1. Коэффициент передачи силы конечной опертой балки 
длиной 2а: 1 — для балки без потерь ц=0, 2 — для балки с ко

эффициентом потерь г)=0,4 (т]'~0,'1)

Решение поставленной задачи можно записать в виде
w(;r)=foM>o(#) +FaWo(x-a) +Faw0(x+a), (4)

где Fо -  амплитуда возбуждающей силы в точке х=0. Из условия отсутствия смеще
ния в точках х=±а  можно определить силы реакции F„, развиваемые па опорах. 
В результате коэффициент передачи сил оказывается равным

к =
21 Fa

4

(sin ak + e -ah)2-\-cos2 ак

(e~"h ch ak + sin ak cos afc)2 + cos4 ak
(5>

При 1 можно считать, что
к | =  1 /V (i+cos 2ак)2+ (1 -fsin 2ак)2. (5а>

Из выражения (5) нетрудно получить асимптоты для \к\ на антнрезонансиых и ре
зонансных частотах балки, ограниченной спорами,, которыми в этом случае являют
ся прямые 2 / / 3  4- 2 1/2 и 2/ У з  -  г у - 1 .

Таким образом, увеличение частоты (а=const) в данном случае не приводит к из
менению максимальных и минимальных значений коэффициента передачи силы. Фи
зически полученное различие в частотной зависимости сил F„4 возникающих на опо
рах, можно объяснить следующим образом. При наличии конечных потерь в мате
риале балки изгибные волны, распространяющиеся от точки возбуждения к опорам, 
затухают по амплитуде, в результате чего силы Fa оказываются тем меньше, чем су
щественнее указанное затухание, т. е. чем больше коэффициент потерь и волновой 
размер. В случае потерь колебательной энергии в балке, обусловленных лишь отто
ком энергии на ее краях, потери в материале самой балки предполагаются равными 
нулю и, следовательно, волны распространяются от точки возбуждения без затуха
ния. Соответствующие значения Fn не зависят поэтому от волнового параметра ак. 
В практических задачах при доминировании такого рода потерь увеличение коэффи
циента передачи силы должно приниматься во внимание во всем частотном диапа
зоне. На фиг. 2 представлена зависимость коэффициента | х | от волнового разме
ра а к. Заметим, что эта же кривая соответствует коэффициенту передачи силы для 
рассмотренной ниже задачи о шарнирном соединении параллельных пластин через 
недеформируемые связи в предельном случае, соответствующем бесконечной толщи
не присоединенной пластины. Другие варианты соотношений толщин пластин ука
занной ниже задачи приведены также на фиг. 2.

При шарнирном соединении параллельных бесконечных пластин через недефор- 
мнруемые связи в виде полос и возбуждении конструкции линейной силой (фиг. 3) 
изгибные колебания конструкции описываются системой дифференциальных урав
нении:

D Г , 11 -----------k^Wi I =  F0б {x) + Fa6 (.r-ь a) + Fa$ (x-a ) ,
L dx4 4

D, \
dkw 2 

dx4

W)
-  k24v2 = - F a8(x-[-a)- Fa6{x-a)

с граничными условиями, определяемыми недеформируемостыо связей

\х=±а—  и>2\х=±а
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Фиг. 2. Коэффициент передачи силы 
бесконечной опертой пластины (/), 
вычисленный по формуле (5а), и па
раллельного соединении пластин 
(2 -4 ); 2 -п р и  а =0.2 (А,/А2=
=0,34), 3 — при а —\ (hi—ho), 4 -  

нри а = 2  (hi/h>=lfi)

И выражении (0) Di -  нзгибные жесткости пластины, А,- -  волновые числа колебаний, 
6 (х) -  дельта-функция, /-’„-амплитуда силы взаимодействии пластин. Индекс /=1 
соответствует возбуждаемой пластине, индекс /= 2  -  присоединенной. Аналогично 
предыдущему, решение системы можно записать в виде, справедливом в области х>а:

Г0 Га
Wi  --------(je«A1x_g-A,x) + --------- (ie,ft>х cos a k i - e - kx ch акЛ,

4ДА,3 2 Dk?

w2 = -----------(ге'*2* cos акг—е~к̂  ch ak2).
2 Dk2*

Выражение для амплитуды силы взаимодействия пластин Г„ может быть получено 
из граничного условия при х=а

Г о e-Ai a- i eibia
Га = -----------------------------------------------------------------------, (7)

2 ielk»a cos акi—е—Л»а ch akt+a(ielk^ - e ~ k̂  ch ak2)

а = Z)! A! 3//^2 A23 =  As//1 /  A i A 2 =  (A i /Л 2 ) v%

In -  толщина пластин (/=1,2). Дли модуля коэффициента передачи силы |х | =  
=  2 1 Г„ | /Го можно написать асимптотическое выражение (при е

U l =  —  - .................... ..............., (8)
l/[l+cos2aA1+ a ( l  + cos2flA|a,/>) V Ч- [1 Ч-sin 2aAi+a(l+sin 2«A1a ,/*)]2 

при получении которого произведена подстановка А2=А 1а ,/\

Фт\ 3 Фиг. 4
Фиг. 3. Возбуждение параллельных пластин со связями. /  — возбуждающая сила,

2 — сила взаимодействия пластин
Фиг. 4. Зависимость коэффициента передачи силы от соотношения толщин соеди

ненных параллельных пластин (а =  (Л i//i-2) |;»)

На фиг. 2 представлена зависимость модуля этого коэффициента передачи силы 
от волнового параметра яА, при различных значениях а, соответствующих различ
ным соотношениям толщин рассматриваемых пластин. На фигуре заметна зависи
мость к | от резонансных свойств возбуждаемой пластины при волновых парамет
рах «A, =  1,J8; 5,12; 8,20; . . .  . В то же время зависимость jх | от резонансных свойств 
присоединенной пластины отсутствует, что видно из приведенного на фиг. 4 моно
тонного изменения значения |к | на резонансной частоте при изменении параметра а. 
Видна, что с ростом а  коэффициент | у.\ монотонно убывает. Физическое отсутствие
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влияния па \к\  резонансов присоединенной пластины объясняется тем, что в место 
ее подкрепления на связях происходит синфазное возбуждение, т. е. возбуждающие 
пластину силы действуют в узлах возможных резонансных форм и последние, следо
вательно, не возбуждаются.

Интересно в связи с этим рассмотреть выражения для потока энергии через се
чение единичной длины каждой из пластин (для сечения при а;»я), полученное в 
зависимости от значения коэффициента передачи силы:

1
Wt =  —  p/ii(o2[l+ 2  Re к cos й/ci-t-1 к \2 cos2 afcj, (9a)

2

1
W2 =  —  ph2(o21 к (2 cos2 ak2> (96)

• 2
где | v. 12=R e2x + Im2>c.

Из выражения (96) следует, что резонансные свойства присоединенной пласти
ны определяют входящую в нее энергию (из-за отмеченного выше взаимодействия 
сил, проявляющегося в множителе cosг ак2), тогда как силы взаимодействия пластин 
(у.) определяются резонансными свойствами только возбуждаемой пластины и со
отношением толщин (см, фиг. 4). Отметим, что, как следует из выражения (9); за
дачи оптимизации рассмотренной конструкции с целью снижения входящей в при
соединенную пластину энергии или с целью снижения коэффициента передачи силы 
не являются идентичными. Поэтому при необходимости уменьшить энергию, входя
щую в присоединенную пластину, эффективнее использовать взаимодействие сил со

я
стороны связей на пластину (например, при ак2 —— ), тогда как уменьшение |х |

2

в соответствии с результатами расчета по формуле (8) менее эффективно уменьшает 
величину W2.
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К РАСЧЕТУ КОЭФФИЦИЕНТА ОТРАЖЕНИЯ РЭЛЕЕВСКОЙ ВОЛНЫ
ОТ РЕБРА ТУПОУГОЛЬНОГО КЛИПА

К р ы л о в  В. В.

Задача о рассеянии поверхностной волны Рэлея на ребре клина, как известно, 
не имеет точного решения [1]. По этой причине большое значение при ее анализе 
приобретают различные приближенные подходы [2]. Если угол раствора клина 0 
близок к 180°, т. е. клин тупоугольный (фиг. 1,а), то рассеянное поле может быть 
определено по теории возмущений [3, 4], использующей в качестве малого парамет
ра угол р = я -б , дополняющий клип до плоскости. Однако и в этом предельном слу
чае вычисления оказываются достаточно громоздкими, так как для каждой грани 
клина приходится вводить свою систему декартовых координат [3, 4].

Ниже для расчета рассеяния в тупоугольном клине предлагается новый вариант 
•теории возмущений, который может быть назван «методом скругления». Суть его со
стоит в том, что грани клина сопрягаются поверхностью кругового цилиндра 
(фиг. 1 .а), радиус р которого удовлетворяет условию Агдр»1, где /сп -  волновое чис
ло рэлеевской волны. При этом условии распространение волны в произвольном на
правлении поверхности цилиндра с точностью до членов ~1 / k Rp можно рассматри
вать как распространение вдоль плоской поверхности [5, 6]. Заметим, несколько за
бегая вперед, что конкретное значение kRp нс имеет значения, поскольку р будучи 
параметром вспомогательного построения, естественно, не войдет в конечный ре
зультат. С учетом сказанного исходную задачу (фиг. 1, я) с точностью до членов 
~1 А лр можно свести к эквивалентной задаче, в которой область вблизи ребра кли
па рассматривается как возмущение z=f(x)  по отношению к плоской поверхности 
(фиг. 1,6). Это позволяет использовать при расчете рассеяния рэлеевской волны на 
ребре клипа результаты многочисленных работ но рассеянию на одиночных неодно
родностях плоской поверхности (см., например, [7, 8]), в том числе для случая на
клонного падения [8]. В целом изложенный подход оказывается намного проще, чем 
прямые приближенные расчеты с использованием двух систем декартовых коор
динат.
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