
Из формулы (о) имеем

Rq — радиус резонансного нузырька при Р ^ Р 0. Следовательно, изменение резо
нансного радиуса пузырька на заданной частоте ш при изменении давления на вели
чину Ps равно

До Р9
&R = ---------. (8)

2 Ро
Принимая, что распределение по радиусам пузырьков описывается степенным зако
ном n(R)=n0R-х, где >с«4, найдем

д
—  (1Рп)п==11о= (3—>с)Д0-«.
OR

Поэтому

и

R*n=(R*n)PA 1(
3 - к  Р,

2 Р о )

4г2т|ш
т(Д3ге)ш /  3—к Р„о sin Ш

IФ2 (г) I =  ——------ (  1 + )

(9)

( 10)

Таким образом, интенсивность рассеянного на пузырьках звука оказывается про- 
модулированной низкочастотным звуковым полем, причем коэффициент модуляции 
пропорционален показателю степени в функции распределения пузырьков по ра
диусам.
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УРАВНЕНИЕ ДЛЯ АКУСТИЧЕСКИХ И ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН 

В СТРАТИФИЦИРОВАННОЙ ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЕ

Оста гаев В . Е.

Целью настоящей работы является вывод одного замкнутого уравнения для 
акустических и гравитационных волн, являющегося точным следствием линеаризо
ванной системы уравнений гидродинамики в стратифицированной движущейся сре
де. Как известно, ранее не удавалось без дополнительных предположений свести эту 
систему уравнений к одному замкнутому уравнению. Например, замкнутые уравне
ния для акустических воли и замкнутые уравнения для гравитационных волн уда
валось получить, если в исходной линеаризованной системе уравнений гидродинами
ки пренебречь соответственно силами плавучести и сжимаемостью среды.

Итак, рассмотрим полную линеаризованную систему уравнений гидродинамики 
в стратифицированной движущейся среде (см., например, | I]):

dl /d t  + р "1 dp/dz + g р~1 »1 = /'\ (i)
d|_L/d / + |v / + p - l Vp=F±, (2)

dr\/dt+%p' + pdl/dz+  р ^ |± ==р(Л (3)
da!dt+^Sr= 0, O)

- h a = 0; c*=(0P/d p)s, k=(dP/0S)f). (5)



В (1) — (5) средними величинами, зависящими от z, являются давление Р, скорость 
движения среды v (вектор v лежит в горизонтальной плоскости х , //), энтропия S, 
скорость звука с, плотность р. Величинами, характеризующими акустическую и гра
витационную волну, являются колебательные части давления /;, вертикальной ско
рости горизонтальной скорости £_l, плотности т|, энтропии о. Кроме того в (1) — 
(5) t — время, d/dt=d/dt+\V, у={д/дх, д/ду), Q — объемный источник в среде, F и 
Fx — вертикальная и горизонтальные силы, приложенные к среде, g — ускорение 
силы тяжести, штрих означает производную по z.

Исключая из (4), (5) о и учитывая, что /iS'=pc2N2/g, где N2= — (g2/c2+gp7p) — 
частота Брента — Вяйсяля, нолучим

d4ld t=c-2dp/dt+p.\!2ilg. ( 6)

Отметим, что в произведениях, содержащих операторы djdt, V и .средние величины, 
сомножители можно менять местами, например ^ / dty y /= \  (d/ dt), (аАп) p-ls=P-1(d/<«) 
и т. д. Используя это свойство, действуя на обе части (1) оператором a/dt и выражая 
согласно (б) diydl через р и получим

dt dz
+ (

d> 
dt2

+ N2 )  I = p e x p (  j g dzjc2 j  — ,
0

(7)

где /5=exp  ̂j g dz/c2 ̂  p, 1 =  p exp  ̂J g dz/c2 j g.
о 0

Действуя на обе части уравнений (2) и (3) соответственно операторами pV и djdt, 
вычитая эти уравнения и выражая согласно (б) dr\ldt через р и g, получим второе
уравнение, связывающее р  и g:

\  c2d*2 / \

d d2
v/V+2F------ —

di dl dz
) i = pexp^ j gdz/c2 VFj. —

d£ )■

(8)

Здесь А=У2, Г=р72р+^'/с2 -  коэффициент Эккарта. Действуя на обе части (7) и 
(8) соответственно операторами d2/dldz и d2ldt2+N2 и складывая (7) и (8), приходим 
к уравнению, в котором действующий на g оператор не содержит d/dz. Действуя 
этим оператором и оператором d2/dt2+N2 соответственно на уравнение (7) и на урав
нение, полученное из (7) и (8), и вычитая эти уравнения, приходим к искомому 
уравнению:

г /  * \  2 /  d 2
1 Д72 1 1 . - - д )  + (  2 v ' V  —  

1  \  d t

.  j .  A V 2N'  |
d*

L  \  d t 2 /  \ с 2 d t 2
-i- y v  ;  i

d t 2 d z

л 2
/  *  +  И ( d 1 o .

z

t  [  s d z

d t 2 1  л »  + Л  А
V I  С Л  U 1 1

d z 2 d z  1 J  \ J  c 2
0

— ; А  ( Л  Y  П 1
d 2  \ /

4. ДГ2 1 I v / y  , .
g  d

J  с 2 / 1 L  \
0

T  iV  I I  ▼  Y T
d t 2 / V c 2 d f d£ d z  /

+  2 v ' V  -
d 2 d  '

------------ 1- ( Л Г2) ' --------
d t 2 d t  .

1 d F  / d 2
------------- ---------------- -  +  iV2

J d t  \  d t 2 Г К -%
Уравнение (9) является дифференциальным уравнением в частных производных 

шестого порядка по I и г=(,г, у) и второго порядка по z. Это уравнение является 
точным следствием системы (1) — (5). Такое же уравнение (9) справедливо и для 
многокомпонентной среды с уравнением состояния Р=Р(р i, р2, ...»  р,„ S), где 
pi — плотность i-ii компоненты. В этом случае в N, Г, а также в самом уравнении

fl

следует считать (Линеаризованная система уравнений гидродпнами-
i= 1

ки в многокомпонентной среде рассматривалась в [2].) Из уравнения (9) можно 
получить известные в литературе уравнения для акустических волн и уравнения для 
гравитационных волп. Например, если в (9) положить N=0, #=0, и считать, что 
вектор v не меняет своего направления, то (9) согласуется с уравнением (1.24) ра
боты [3]. Уравнения для гравитациоппых волп обычно (см., например, [4]) выводят 
из системы (1) —(5) в приближении песшимаемости среды и в приближении Бусси- 
неска. При выполпепии этих двух приближений в уравнении (9) мы должпьт соот
ветственно положить С=оо и Г=0.
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Коэффициенты уравнении (9) зависят только от z. Поэтому, если представить р 
в виде интеграла Фурье но г и /, то уравнение (9) можно свести к обыкновенному 
дифференциальному но z уравнению второго порядка (одномерному уравнению 
Гельмгольца, полученному другим способом в [5]). Такой подход к вычислению 
давления в стратифицированной движущейся среде оказывается более удобным по 
сравнению с непосредственным решением исходной системы (1) — (5), поскольку 
здесь можно воспользоваться хорошо развитыми точными и приближенными мето
дами решения уравнения Гельмгольца и вычисления интеграла Фурье. Кроме того, 
использование одномерного уравнения Гельмгольца позволяет обойтись двумя гра
ничными условиями (или условиями излучения). Отметим, что такой подход приме
нялся, например, в работах [2, 5, 6] при вычислении акустического ноля в страти
фицированной движущейся среде (атмосфере или океане).
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В последние годы в аэро- и гидродинамической акустике оживленно обсуждает
ся вопрос об эффективности вязкостного механизма генерации звука турбулентностью 
пограничного слоя [1]. В работе [2] обращено внимание на возможность существен
ного вклада в излучение от организованных структур потока (турбулентных «всплес
ков») и дана размерностная оценка акустической мощности при малых числах 
Маха (М=и00/с<£1, — скорость свободного течения, с — скорость звука). Ниже
приводится численная оценка параметров энергонесущей части спектра излучения 
«всплесков», основанная на использовании известных экспериментальных данных 
[3,4].

Следуя [3, 4], поставим в соответствие турбулентным «всплескам» пристеноч
ный слой вихрей с размерами 6*~10dv/«., 5y~30v/«., bz~oQv/u»t скоростью сноса 
ис«0,65ыоо и длиной сноса /с~б (оси х  и z направлены вдоль и поперек течения, 
ось у — по нормали к стенке; и* — динамическая скорость, 6 — толщина пограничного 
слоя). Выражение для дипольной составляющей давления в дальнем поле одного 
вихря в частотном представлении принимает вид [2, 5]

где r=  (х, у, z), Еп — компоненты полной поверхностной силы трения для одного вих

ря. Л — символ фурье-образа: р =  J dtp  exp (йог) и т. и. В [2] найдена связь касатель

ных напряжений поверхностного трения с напряжениями Рейнольдса Txy=puv  и 
Tzy=pwv  в толще пограничного слоя (и, v, w -  компоненты возмущений скорости по 
я, у у г; р — плотпость среды). Используя эту связь, можно получить следующее вы
ражение для силы Е(1 в частотном представлении [5]:
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