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К ВОПРОСУ О СИЛЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ БЬЕРКНЕСА 
Д ВУХ ГАЗОВЫХ ПУЗЫРЬКОВ В ПОЛЕ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ

З а в т р а к  С. Т .

В акустическом приближении получено точное выражение для силы 
взаимодействия Бьеркнеса двух пузырьков, пульсирующих под влиянием 
падающей звуковой волны. В поле, рассеиваемом пузырьками, наряду с 
монопольными учтены мультипольные вклады. Предполагается, что дли­
на волны значительно превосходит размеры пузырьков и расстояние 
между ними.

Известные в литературе (см., например, [1 -6 ])  методы расчета силы 
взаимодействия Бьеркнеса двух пульсирующих под влиянием падающей 
звуковой волны пузырьков основаны на допущении, что пузырьки во 
время пульсаций сохраняют сферическую форму. Между тем очевидно, 
что в случае, когда длина волны X падающего излучения значительно 
превосходит радиусы пузырьков й , и й 2 и расстояние I между их равно­
весными центрами, влияние пузырьков друг на друга должно приводить 
к такому искажению их поверхностей, которое обладает скорее цилиндри­
ческой, нежели сферической симметрией. Осью симметрии является пря­
мая, проходящая через равновесные центры пузырьков. Это означает, что 
в поле, рассеиваемом пузырьками, наряду с монопольными, появляются 
также мультипольные вклады.

В настоящей работе в акустическом приближении влияние мульти- 
пол ьных вкладов, приводящее к искажению сферической формы поверх­
ностей, на величину силы Бьеркнеса учтено точно. Показано, что в пре­
деле Я |,2<1 расчетная величина этой силы совпадает с известной прибли­
женной формулой [1 —6 ], в то время как на близких расстояниях, сравни­
мых с размерами пузырьков, существенно отличается от нее.

Рассмотрим два газовых пузырька с невозмущенными радиусами В { 
и В2, помещенных в несжимаемой жидкости с плотностью р. Расстояние 
между равновесными центрами пузырьков равно I. Будем считать, что 
/<А-, а скорости поверхностей пузырьков малы в сравнении со скоростью 
звука в жидкости и газе, содержащемся в пузырьках. В случае отсутствия 
вихревых движений потенциал скоростей жидкости удовлетворяет уравне­
нию Лапласа, осесимметричное решение которого в цилиндрических коор­
динатах представим в виде суммы потенциалов источников и стоков, рас­
положенных внутри равновесных объемов пузырьков на оси z в точках

й т> и (т==0 , 1 , 2 , . . . ;  верхние индексы обозначают номер соответст­
вующего пузырька), т. е.

оо оо
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[r2+ ( z - h ^ ) 2) lb

Движение жидкости описывается уравнением Громека — Ламба [7]

где Р — давление в жидкости, Р0 — давление в невозмущенной жидкости. 
Пузырьки будем считать не слишком маленькими, так, чтобы силой по­
верхностного натяжения еще можно было пренебречь. В это уравнение
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пока не введен член, ответственный за диссипацию энергии, учет которой 
будет сделан ниже. Уравнение (2) имеет место и на поверхности обоих 
пузырьков. В этом случае Р  —  давление в соответствующем пузырьке.

В сферической системе координат r = R  sin 0,, z= /?cos0 i, начало кото­
рой расположено в равновесном центре первого пузырька, потенциал <р 
приобретает вид

Стоящие иод знаком суммы выражения можно свести к производящей 
функции полиномов Лежандра [8] и представить потенциал вблизи по­
верхности первого пузырька в виде разложения

где Рп{cos (),) — полином Лежандра п-и степени, коэффициенты разложе­
ния

Аналогичное разложение имеет место и в системе координат, связан­
ной со вторым пузырьком вблизи его поверхности. При этом

В данном случае R  —  расстояние от равновесного центра второго пузырька.
Пульсации пузырьков происходят иод влиянием избыточного давления 

падающей звуковой волны АP Q= A  sin где Л — ее амплитуда, со —кру­
говая частота. В этом выражении не учтена зависимость от координат, 
поскольку В результате вынужденные пульсации пузырьков можно
считать синфазными.

В линейном акустическом приближении членом (Vcp);! в уравнении (2) 
пренебрегают, поэтому a,„(t) и bm (t) пропорциональны А. Давление в /-том 
пузырьке (/= 1 , 2) имеет вид

где -у — постоянная адиабаты газа, содержащегося в пузырьках, Qj —  рав­
новесный объем /-го пузырька, 6£2j — изменение его объема, которое при­
ближенно равно

— равновесный радиус, 6/?Дcos 0,-) — изменение радиуса в направлении, 
определяемом углом 0д

[R2+ h il)2— 2Rh(l> cos 0* ]v*
L m  m

am (t)
[R}+hw — 2Rhm  cos Oi ]ъ 'L m *»t

bm (t) (3)

(4)

( 6)

P = P „ -f (P 0/QJ)6Q„ (7)

(8 )
0

(9)
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Стоящая в выражении (9) величина U Ri представляет собой скорость 
поверхности соответствующего пузырька и вычисляется по формуле

(Ю)

i п=О п=и

Подставляя выражения (4), (7) —(10) в формулу (2), получаем, что 
па поверхности обоих пузырьков имеют место уравнения

Y  f W . *) +v„(W (ДЛ i) ]/>. (cos 0,) =
ПаО

Л

= ;г т г 1  6flj (cos 6j) sin 8j dOj -l-̂  Sm —  (11)
2 p  / i j  „ P

(точка означает дифференцирование по времени). Правые части этих 
уравнений не зависят от углов, поэтому

я

|Ао,) (Дл о  +V0<J> (/fj, t) =  " j  6Rj (cos Oj) sin Oj clQj + SiD ,
Z p t f j  0  p

( i f  (Rh 0 + v P  (й„ 0  = 0  при n = l ,  2 ,3 , . . .  (12)
Бесконечная система уравнении (12) позволяет с помощью соотноше­

нии (5) и (6) представить координаты источников и стоков, а также 
функции am (t) и bm(t) в виде рекуррентных соотношений

С Х г)= /?Л  ( Z - C . )  ( l - h ™  ) =Й Д
(13)

«т+1( 0 = - Ы 0 Д . / й т  , b m + i ( t ) = - a m ( t ) R * / ( l - h % ) ,

причемAj1' =0,ho2>=l. Методом ипдукции можно доказать, что <
</?! и l—R2< h $ ^ l .  Остается определить a0(t) и b0(t). Для этого заметим, 
что при подстановке выражения (10) в подынтегральную функцию в пра­
вой части (11) из всей суммы (10) необходимо оставить только один член, 
отвечающий п = 0. Все остальные при интегрировании по углам дают 
вклад, равный нулю. Осуществляя эту подстановку, находим

оо

О)' ао(0-® 12^ , а т (г )= -(ю й ,/р )-4  cos со£,
тп=О

(Q2M 0 - ci)22 Y b m (t) =
т—0

С0Й2
------Л  cos (ot,о

где <Oj=f3*(Po/pRj2 —  резонансные круговые частоты изолированных пу­
зырьков [9]. Используя рекуррентпые формулы (13), соотношения (14) 
можно свести к системе двух линейных уравнений относительно a0(t) 
и b0(t), решение которой не будем выписывать ввиду его громоздкости.

В дальнейшем ограничимся наиболее простым случаем двух одинако­
вых пузырьков /?,=Я 2. При этом система рекуррентных соотношений (13), 
а также (14) легко разрешается:

hX^l-ti',  С .- Д ,* / ( / - А 1 , , ) | ат ( 0 = М 0 ,  (15)
а из (15) следует

a„(t)=bB(t)=R1A  cosfi».</pco[(o),2/w2) / ( | ) —1]. (16)
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(17)

■Здесь параметр |==й,//, а функция /(£) представляет в виде ряда
С О

где
5„=1, Sm+l= -  (S™t)/ (l-^mVZ), h Z / l ^ / d - h l ' / l ) .

Этот ряд с относительной погрешностью 0.1% может быть аппроксимиро­
ван выражением / ( | ) = 1 —£+0,90283£2—0,26223£J+0,00374^* во всей обла­
сти значений параметра 0<§^0,5.

С помощью выражений (13) и (15) для скорости границы, изменения 
радиуса пузырька и величины его избыточного объема можно получить

Здесь Г и U — соответственно полная кинетическая и потенциальная 
энергии. Интегрирование производится соответственно по поверхностям 
и изменениям объемов пузырьков. Ввиду того что оба пузырька одинако­
вы, интегрирование может быть проведено только для одного из них, а ре­
зультат должен быть удвоен. :

Поскольку задача о взаимодействии пузырьков рассматривается в аку­
стическом приближении, вычисление величины L и силы Бьеркнеса необ­
ходимо вести с точностью до квадратичных по нолю членов. В результате 
£ = (4 яр /# ,)/(£ ) [йо2(£ )-(щ 7(|)^о (0 ] -Ь8лй0(/) /( |) /1  sin со*. Нетрудно про­
верить, что если в качестве обобщенных координат выбрать d0{t) и d0(t) 
и минимизировать лагранжиан, то полученное таким образом уравнение 
в точности совпадет с (14).

Выражая d0(t) через a0(t) (см. формулы (16), (19)) и подставляя 
в выражение для L , находим после усреднения по времени <L> =U* Д Д VX* дд V/ г I. * —*  ̂  ДД ^Д Л  АТ Л ДД w  \/VA W J  V f  1,ДЖ W ■ « ДА /  Д д* V  Д  ̂ V «г. Л «  »

= 2я /1 2й 1/(Ю/ро)2[ (coi2/co2) / ( | ) —1 ].
Сила Бьеркнеса может быть вычислена по формуле (40.6) книги [10]:

где Используя выражения (18), последнее соотношение пе­
репишем в виде

Рассчитанные на ЭВМ численные значения функций /(£), f  (!) и F(£) 
приведены в таблице. Из полученных формул следует, что, во-первых, 
при изменении расстояния между взаимодействующими пузырьками из­
меняются их резонансные частоты. Во-вторых, появляется дополнитель­
ный общий множитель (/'(£) в формуле (20) и F{%) — в (21)), который

(18)

где

(19)

причем £ о = /( |) .
Для определения силы Бьеркнеса составим полный лагранжиан

0 ,2 ) ( 1,2 )

d<L> d<L> R, 2nR,2A 2f'(V
(20)

dl дЪ 12 p<»*[(©iVco2) / ( | ) - l ] 2/2

F J,= /’a)p<6Q,6Q2>/4nf, /'’( ! ) = / ' ( ! ) / / ( ! ) . ( 21)
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на близких расстояниях существенно отличается от (—1 ) (в цитируемой 
литературе этот множитель равен ( — 1 )).

Теперь учтем диссипацию энергии. Для этого минимизируем лагран­
жиан. В результате получим уравнение

d0(t)+(di2f( i>)d0(t)+(s)6do{t)=RiA sin сot/p. (22)
В левую часть этого уравнения введен член (пока феноменологически), 
описывающий поглощение энергии. Безразмерная величина 6 = 6 v+ 6 *+6r, 
где постоянные затухания 6V, 6 / и б,- связаны соответственно с преодоле­
нием вязкости, теплопроводностью и переизлучеиием [4, 9]. Составляя из

5 т > t'G) *41)

0,1 0,909 -0 ,823 —0,995
0,2 0,834 —0,673 —0,967
0,3 0,774 —0,532 —0,888
0,4 0,727 —0,400 -0 ,757
0,5 0,693 —0,297 -0 ,618

(22) функцию Гамильтона, получаем, что энергия, диссинируемая в еди­
ницу времени, равна

=  (об<й02 (*) >= -  ^ / ( | )  (о (б,+б,+бг) <а02 (<) >. (23)
at iii iii

Для определения постоянной затухания, обусловленной переизлуче- 
нием, рассмотрим акустическую волну давления Рас= —РФ, излучаемую 
па больших расстояниях. Из соотношений (3) и (15) вытекает, что в пре­
деле рассеянная волна /?ас= —2ра0(О /(4)/й . Энергия, уносимая этой
волной в единицу времени [9], равна dEaJ d l= —4nR2(pac2>lpc.

Приравнивая последнее выражение к соответствующему члену в фор­
муле (23), получаем 6r=26ri / ( |) ,  где fin=coi?i/c [9].

Рассмотрим потери, связанные с преодолением вязкости. Эти потери 
определяются соотношением

d E J d t = - 2ц X j I  dQ, Sal>= (1/2) (dUJdx^+dU^ldxa).
(«Я

В этой формуле ц — вязкость жидкости, Л'аР — тензор скоростей деформа­
ции [ 7], интегрирование ведется по объему, занимаемому жидкостью. 
В первом приближении поле скоростей t/a= V aср. В результате объемный 
интеграл удается свести к поверхностному. Поскольку подынтегральная 
функция квадратична по полю, интегрирование может быть проведено по 
невозмущенной поверхности пузырьков. Приравнивая получившийся ре­
зультат к соответствующему члену в (23), имеем

4ц Г 1 V  g„2 1
v рй,2ш L/Ш  (2 n + l)  J •

В пределе £->-0 (/>/?,,2) множитель в квадратных скобках стремится к 1, 
и коэффициент 6 V переходит в известную формулу [9].

И наконец, оценим потери, обусловленные нарушением адиабатичпо- 
сти. Наиболее простой способ их учета предложен в книге [9]. Показатель 
адиабаты газа, содержащегося в пузырьках, заменяется на комплексную 
величину, т. е. ( l+ id ). Тогда квадрат отношения частот в знаменате­
ле формулы (16), а также (2 0 ) примет вид (о),2/(о2)/(£)->-(со,7 <о2) / ( |)  +  
-Ш(о),7с)2)/(1 ), откуда б,=бп, / ( | ) ,  где 6M=da)i7co2 [9]. Итак, все коэф­
фициенты энергетических потерь определены.
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Используя решение уравнения (22), нетрудно показать, что с учетом 
диссипации энергии формула (2 0 ) приобретает вид

FB= 2 n R M r  + 6 2] l'\

а соотношение (2 1 ) остается неизменным.
Полученные результаты могут быть легко обобщены на случай пу­

зырьков с различными равновесными радиусами.
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