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О ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ ПОДКРЕПЛЕННЫХ 

ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ В ЖИДКОСТИ

П о п о в  О. К . ,  Ц и о н е п и й  А .  Я . ,  Ю дин А. С.
В [1] предложен метод собственных форм решения рассматриваемой 

задачи, требующий предварительного расчета набора собственных частот 
и форм колебаний оболочки без внешней жидкости. Здесь разработан ме
тод, свободный от этого этапа. Представлены алгоритмические варианты 
метода, проведен численный анализ их практической сходимости.

Исходные уравнения задачи для установившихся малых колебаний за
писываются в безразмерном виде для амплитуд:

С (u) +Q2A  (и) —q+Q =0 (1)

Здесь 6', Л — упругий и инерционный операторы оболочки, и={и, v, w) — 
вектор перемещений, q={0, 0, q) — динамическое давление жидкости, 
(>={фи, QV1 Qw) — вынужденная нагрузка, Q — безразмерный параметр 
частоты, Si, s2 — точки на отсчетной поверхности оболочки, /?=  |st—s21 — 
расстояние между ними (здесь и далее используются обозначения, приня
тые в [1]).

После разделения переменных для m-й окружной моды из (1) —(3) 
получим

C(um{8)+Q2A (um(.,)) —qm(e)+Qm(S)=0 (4)
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В дальнейшем для упрощения записи индексы т л  s опускаются. 
Динамическое давление жидкости на оболочке представим в виде 

q=zu, z=[0 ,  0 ,  z), где z — безразмерный акустический импеданс.
Зададим итерационный процесс (ИИ) следующей импеданспой схемой 

для к-то шага:
С ( u<ft))+ Q 2A (u (h)) - z (fc)u(fc)+Q =0, (7)
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где уравнение (8) записано с учетом условия (6).
Алгоритм процесса состоит в следующем. Задается начальное прибли

жение импеданса z"" и подставляется в операторное уравнение (7), от
куда находится и(0). Затем из (8) определяется q(i\  а из (9) — z{i\  кото
рое подставляется в (7) для нахождения и(1). Краевая задача для урав
нения (7) в данной реализации ’ решалась методом конечных элементов 
(МКЭ). Уравнение (8) также дискретизировалось и сводилось к системе 
линейных алгебраических уравнении, решение которой находилось мето
дом вращения [2]. При вычислении (/с+1)-го приближения импеданса по 
формуле (9) в точках, где u;(A)=0, z('H I)), вычислялось линейной интерпо
ляцией по двум соседним точкам.

Выход из итерационного процесса определялся выполнением условия

+
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где е — требуемая точность вычислений.
Помимо процесса (7) — (9), рассматривались также следующие схемы: 

линейная система уравнений, получаемая дискретизацией (8), решалась 
с помощью итерационного процесса, который назовем внутренним (ВИН). 
ВИП задается формулами:
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На входе ВИПа имеем z{h)= z{h> °\ w(h), на выходе после достижения 
близости двух последовательных приближений получаем q(h’г) и г(л> г), ко
торые принимаются за <?(ft+1) и z('t+l) соответственно. Здесь / — номер шага 
ВИПа.

Схему в целом с учетом (10), (И ) назовем двойным итерационным: 
процессом (ДИП).

Модификация схемы ДИП, в которой (8) заменено соотношением:
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т. е. использовался лишь один шаг ВИП без оценки разности прибли
жений.

После получения решения па поверхности оболочки поле давлений 
в жидкости определялось по интегралу Гельмгольца аналогично мето
ду [1]:
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где г радиус-вектор точек жидкости, Si — радиус-вектор точки на поверх
ности оболочки.

Алгоритмы представленных схем итерационного метода реализованы 
в комплексе программ па ФОРТРАНе для ЭВМ БЭСМ-6. Численный ана
лиз проводился для конструктивно анизотропной цилиндрической оболоч
ки с отношением длины к радиусу / Ц/ЛЦ= 14, закрытой с торцов изотроп
ными пластинами, и подкрепленной мощными дискретными кольцами, 
поставленными с шагом L,//fu= 2  друг от друга и торцов цилиндра. Меха
нические параметры конструкции даны в [3]. Вынуждающая нагрузка

Распределение давления в плоскости, перпендикулярной оси 
оболочки и проходящей через ее середину (0=л/2) при часто
те вынуждающей силы £2=0.14 на расстоянии г=50 от центра 
оболочки. 1 - 1 1 -  иоле для окружных мод т = 0, 1, 2, 3 - соот

ветственно

{0, 0, (?ш}, эквивалентная безразмерной единичной силе, локализована на 
площадке, равноудаленной от торцов и симметричной относительно плос
кости ср=0. Размеры площади соответственно в продольном и окружном 
направлениях l/R4= 0,3, 6,/йц=0,175. Фигура иллюстрирует распределение 
модуля амплитуды звукового давления в дБ в плоскости, перпендикуляр
ной оси оболочки и проходящей через его середину, для частоты £2=0,14 
и окружных мод т = 0, 1, 2, 3.

Оценивалась практическая сходимость рассмотренных итерационных 
схем в зависимости от безразмерного частотного параметра для т = 0-̂ -4. 
Расчеты показали, схема (7)— (9*) сходится для £2^0,3. При использова
нии процедуры усреднения (см. ниже) область сходимости расширяется 
до 0,7. Сходимость схемы ДИП £2^0,2; подключение усреднения расширя
ет область до 0,5. Область сходимости схемы (7), (9), (12) наиболее 
узка: £2<0,05; вместе с тем эта схема более экономична в смысле расхода 
машинного времени.

Процедура усреднения вводилась следующим образом: начиная с не
которого к после подсчета z(ll+i) из (9) находилось среднее (z{h+i)+zik)) /2, 
которое использовалось вместо z(/,+1).

Отметим, что границы областей определяются сходимостью на моде 
т = 1. Для мод т=0, 2, 3, 4 области сходимости примерно вдвое шире.

При выборе начального приближения импеданса сравнивались три раз
личных способа. Использовались аналитические формулы: z(0)= 0 — обо
лочка вне жидкости,

Я п (£2)
z — ■

е' .-£ -Я я( 0 ) - Я п+1(0)

локальный импеданс для бесконечного цилиндра.
Скорость сходимости ИП со вторым начальным импедансом существен

но лучше, чем с первым. Однако наилучшие результаты по сокращению 
времени счета при получении амплитудно-частотной характеристики до-
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•стигаются способом продолжения начального импеданса по параметру 
частоты. В этом варианте в качестве начального импеданса при очередном 
значении £3 используется импеданс, рассчитанный па предыдущей часто
те. Например, если использовать при £3=0,7 в качестве начального импе
данса z., полученный при £3=0,69, то для получения решения с точностью 
2-^3% достаточно одной итерации, что сокращает в 2- -̂3 раза требуемое 
время по сравнению с другими вариантами начального приближения. Это 
относится к модам т = 0, 3, 4; для окружных мод т = 1, 2 это же имеет 
место для более низких частот (£3^0,25). Продолжение начального импе
данса по параметру частоты позволяет значительно расширить область 
применимости итерационной схемы (7) —(9).

В заключение отметим, что теоретический апализ [4] и практическая 
проверка показали, что сходимость итерационных схем «по давлению», 
значительно хуже импедансных.
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