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ИМПЕДАНСНЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА РЕЗОНАНСНЫХ ЧАСТОТ 
И ФОРМ КОЛЕБАНИЙ УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

Приходько В. К)., Тютекин В . В.
В работе получены матричные уравнения Рнккати для тензора импе- 

дансов упругих оболочек вращения. Тензор импедаисов применятся для 
расчетов собственных частот и форм колебаний оболочек. Приведена чис­
ленная реализация метода для сфероидальной оболочки.

Актуальной проблемой акустики является взаимодействие звуковых 
волн с упругими тонкостенными оболочечными конструкциями. Математи­
ческий аппарат решения таких задач, называемых в последнее время гра­
нично-контактными, еще только начинает развиваться. Основные трудно­
сти развития связаны с громоздкостью и сложностью уравнений движения 
оболочек. Так как вышеупомянутая проблема кроме акустической части 
имеет и механическую составляющую, то для ее комплексного решения 
целесообразно разработать специальный, акустический подход. Такой под­
ход в первую очередь должен обеспечить формулировку и решение дина­
мических задач теории оболочек в рамках акустических понятий. Кроме 
того, он должен быть единым для различных теорий оболочек.

В настоящей работе предлагается осуществить такой подход на осно­
вании обобщения понятия акустического импеданса для упругих тонко­
стенных оболочек вращения. Данное ниже определение импеданса явля­
ется следствием представления уравнений движения оболочки в виде си­
стемы дифференциальных уравнений первого порядка, являющейся мат­
ричным апалогом одномерных уравнений Эйлера и неразрывности в аку­
стике сжимаемых идеальных сред [1, 2].

Пусть срединная поверхность оболочек задана в виде ?~r(z), O ^z^ l .  
Ось вращения совпадает с осью z цилиндрической системы координат 
(z, 0, г). Вектор смещений оболочки u = (^ t, и2, и3) имеет тангенциальные 
компоненты и, и и2, направленные по касательным к поверхности враще­
ния в сечениях 0=const и z=const соответственно, и3 — направлена по 
внешней нормали к оболочке. Рассматриваются оболочки, описываемые 
общей технической моментной теорией Власова [4].

Тензор импедаисов введем из следующих соображений. Оператор тео­
рии оболочек вращения допускает разделение переменных по z, 0 так, что 
решение однородных уравнений движения ищется в виде

un(z, Q) =  (unl(z) cos дг0, un2(z) sin rcO, un3(z) cos ?г(0). (1)

После отделения угловой зависимости из уравнений движения получаем 
систему уравнений относительно радиальной гармоники номера п. Оказы­
вается, что если ввести в рассмотрение четырехмерпые векторы обобщен­
ных смещений Wn=(u„, dun3/dz) и сил Fn= (A n, Sn, Qn, Мп), то уравнения 
движения для каждой гармоники могут быть представлены в виде систе­
мы восьми дифференциальных уравнений первого порядка (индекс п 
в дальнейшем опускается для сокращения записи)

dF dW
—  + sF+pW=0, —  =  gF+qW. (2)
dz dz

Здесь N = E l [ui'IA+vnu2lB+vB,uJA B + (k l+vk2)u3] — продольная сила, 
S= \i[(uJB) 'B /A—nuJB] — сдвигающая сила, M=D[(u3' IA) '/A—vn2uJB2+ 
+vB'u3'IA2B] — изгибающий момент, () —перерезывающая сила [4], h —
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Фиг. 1. Компоненты вектора сме- Фиг. 2. Компоненты вектора сме­
щений первой моды оболочки щений четвертой моды оболочки

ц(г)/ашах и(г)/и/пах

Фиг. 3. Смещения оболочки под 
действием равномерно распределен­
ной по поверхности нормальной

силы

Фиг. 4. Смещения оболочки под дей­
ствием сосредоточенной на сече­
нии пормалыюй осесимметричной

силы

толщина стенок оболочки; v, р, К — коэффициенты Пуассона, Ляме и мо­
дуль Юнга, D—Eh3l 12(1—v2), Ei=Eh/ ( i —v2), А  и В — коэффициенты нер­
пой квадратичной формы поверхности вращения, /с, и к2 — главные радиу­
сы, Р7 g 11 Ч — (4X4)-матрицы со следующими ненулевыми элементами:

gi,—A/Eh #22=Л/|л, gu=A2/D\
S u = ( i—v)B'/B, s2i= —vnA/B, Sj,= —4 (/c,+ v/«2) ) si2=nA/B, 

s2Z=2B'IB, s 33= B '/ B ,  si3= A , su=n2A V B \  su = { i - v ) B ’fB;
qu= -v B ' /B ,  qu =nA/B, qit= —vnA/B, q22=B'/B, 

qi3=—A ( k l+\-ki), qi3=vn2A2/B2, q3 ,= - 1 ,  qu = -A ' /B + v B ’/B;
Pii=Apa2h—Ei(B ')2lAB2, p22=Apa>2h—n2E,A/B2, 

p33=Ap(,>2h - A k 22E l+ n D ( i - v ) [ A 'B ' / A - B ' ' - n 2A 2IB2}/AB,
Pii=D(  1—v) [n-A2- ( B ’)2/A2B 2, pu— n E ^IB * ,  p3l= —E,k2B'/В, 

p32= - n E ik 2A/B, pi3= n D (l-v )B ' /A B ;  pa=pH.

Первое матричное уравнение (2) является аналогом уравнения Эйлера, 
а второе — аналогом уравнения неразрывности в акустике. Поэтому пред­
ставление уравнений движения в виде (2) позволяет ввести тензор импе- 
дансов для каждой гармоники номера п в виде (4X4) -матрицы, связываю­
щей векторы обобщенных напряжений и смещений

F=Zvv. (3)
Подстановка (3) в (2) дает матричные уравнения Риккати для тензоров 
импеданса

Z'+ZgZ+Zq+sZ+p= 0 (4)
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п адмитанса (G=Z~i)
G'=GPG+qG+Gs+g. (5)

Для оболочки с защемленными краями \ \7| г=0>,=0, откуда следуют 
условия для тензора адмитанса:

G(О, <а)=0, det||G(/, со)||=0. (6)
В случае оболочки со свободными краями F |r=o,/=0 и, следовательно,

Z (0, со) =0, det||Z(Z, со)||=0. . (7)
Таким образом получаем двухточечные задачи Коши (5), (6) и (4), (7), 
интегрируемые при помощи преобразования Кэли [3, 5], решение которых 
дает собственные частоты оболочек с защемленными и свободными края­
ми. Собственные формы находятся непосредственно из уравнений (2), 
в виде матричных экспонент

Z

W =  С охр [ j  (gZ+q) dz j.
0

Аналогичным образом находятся матрицы Z, s, р, g и q для других типов 
линейных теории тонких оболочек вращения.

Численная реализация метода на ЭВМ проведена для случая замкну­
той вытянутой эллипсоидальной оболочки вращения с параметрами 
г=й/1=ОД; Л=0,001; v=0,29 (сталь). Рассчитаны резонансные частоты 
Й=(рсо2/Е)',:1 осесимметричных колебаний и соответствующие им моды. 
На фиг. 1. 2 представлены графики вектора смещений первой и четверто!’! 
мод, соответствующих частотам £>,=5,94238, Q4=15,45928. На всех фигу­
рах кривая 1 соответствует продольной компоненте смещений, кривая 2 — 
изгибной. Графики смещений, возбуждаемых поверхностными нормаль­
ными гармоническими силами (Q=40) для оболочки с в=0,01 .представ­
лены на фиг. 3, 4.

Авторы выражают благодарность М. 10. Тэтюхипу за помощь при про­
ведении численных расчетов.
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