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Изучается возможность захвата энергии нестационарных движений 
волновода локализованной вблизи поверхности стационарной краевой мо
дой. Анализируются условия полного захвата волной Рэлея энергии дви
жения полуплоскости, а также условия, при которых вся энергия вол
нового движения уносится от свободной границы распространяющимися 
продольными и поперечными волнами.

Известно [1J, что при гармоническом возбуждении полубескоиечиого 
волновода в диапазоне частот, лежащем ниже частоты запирания первой 
распространяющейся моды, возможно существование резонанса на нерас- 
пространягощихся модах. Возникающая при этом ситуация является резо
нансом в строгом смысле этого слова, т. е. при переходе через резонанс
ную частоту происходит обращение в бесконечность и изменение на 180° 
фазы всех характеристик напряженно-деформированного состояния.

С проблемой поиска резонансов на нераспространяющихся модах и 
анализа условий их существования (в настоящее время известны- лишь, 
необходимые условия) связана задача 
возбуждения в чистом виде краевых 
мод, соответствующих частотам краевых 
резонансов. Поскольку в рамках моде
ли идеально упругого тела краевая мода 
конечной амплитуды не может быть 
возбуждена гармонической во времени 
нагрузкой, возникает вопрос о принци
пиальной возможности захвата краевой 
модой энергии нестационарного движе
ния волновода.

Данный вопрос исследуется в рабо
те для случая полуплоскости. Так как 
способ возбуждения нестационарных 
колебаний в достаточной мере произ
волен, ниже изучаются волновые поля, генерируемые под действием на
чальных условий. В этом случае энергия, расходуемая на создание вол
нового поля, вычисляется наиболее просто.

Вначале рассмотрим вынужденные гармонические колебания полу
плоскости —оо<х<ооу (фиг. 1). Решение векторного уравнения Ламе 
для изотропной однородной среды [ 1 ]

Фиг. 1. Полуплоскость под действи
ем статических. (динамических) 
периодических по х  нагрузок: 1 — 

о о cos ах (хеЫ(), 2 — 2п/а

с 2 grad div u—c2~ rot rot u

при условии возбуждения нормальными напряжениями круговой часто
ты со на границе полуплоскости

имеет вид
о г | г=о=о0 cos ах- еш , 12= о = 0

их = С̂~  I -  ( а2+Ч22) ] sin ах еЫ1,
цД

( 2 )

(3)
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H z  =  [ — (а2+ч22) е“т,г+ 2а2е-7гг ] cos owe'"'.
\xA

Здесь обозначено: u=iB*+ku, — вектор перемещения, c, =  [ (Л,+2ц)/р]'л, 
C2= (p /p ) ,! — скорости распространения продольных и поперечных волн, 
X и р —постоянные Ламе, а= 2 л Д ', X' — длина волны деформации,

Ох*= (Х+2\х) гх+Хе2, аг=Хгх+ (Л+2р) е2, т*2=р'у*2
— нормальные и касательные напряжения,

дих даг дих duz
t x ~  дх ’ г1~ ~ д Г '  Т- “ 1 Г + а Г

— компоненты деформации, Д — определитель Рэлея:

Д = ( а 2+722) * - 4a2Tf,ifa, Т i =s( a 8- - ^ r ) , ^ = ( а 2- ^ - )  . (4)
' Ci 7 4 <V 7

т1астота со=асл (сн —скорость волн Рэлея для данного материала), 
лежащая ниже частот запирания поперечных и продольных волн а с2, ас,, 
является частотой краевого резонанса полуплоскости в условиях отсут
ствия направленного вдоль границы среднего за период Т=2л/ы  потока 
энергии. Зависимость частоты резонанса от параметра а  объясняется тем, 
что длина волны деформации является единственным характерным линей
ным размером задачи. Краевой модой колебаний полуплоскости, как и 
следовало ожидать, является стоячая волна Рэлея.

Переходя к нестационарной задаче, предположим, что при £<0 полу
плоскость статически деформирована нормальными нагрузками (фиг. 1):

Ог|z—o==Oq cos az, Txz|z=o==0. (о)
Решение уравнения равновесия, получаемого из (1) при d/dt=0, имеет
ВИД ' .

О о /  р \
Ихо = — ——  I a z — —— ) e~*z sin ах,

2 ц а v ХЛ-\к' .
о» ( , Х+2ц\ 'Uzo =  — ——  \ az  +  —-— - I e~az cos ax’.

2jxa '  Я+ц '

Это решение, очевидно, равно пределу выражений (3) при ю-»-0. Потоп- 
цнальиая энергия деформации, отнесенная к единице длины волны 2л/а, 
дается формулой [2 J

2 л / а  <х>

Для поля перемещений (6) эта энергия равна

лоо2 Я+2р
W = U n =

4p a2 Х+\х
Если теперь при £=0 мгновенно освободить полуплоскость от нагру

зок, за счет накопленной энергии деформации возникнет нестационарное 
волновое движение. Для определения волнового поля при £>0 необходи
мо решить уравнение движения (1) прп однородных граничных условиях

и начальных условиях, определяемых решением (0) статической задачи

и х  /—о— И*о, и 2 /=(, — l l 2Q,
дих
~di

Задачу (1), (9), (10) решаем при помощи комплексного преобразова
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н и я  Фурье по времени, определяемого формулами [3]
4 О О

№ ) = hwe^dt, ;(И);
о

l ‘ 6 + o o

=  J  Г Ы )е ~ ш с1ь>, (12)z n .
? 0 — С О

причем в формуле обращения (12) прямая интегрирования проходит 
выше всех особых точек подынтегрального выражения.

Решение задачи в области преобразований имеет вид
г

иг
со

i

*̂0
i 0осс

и /  =  —  гг20 — со

G) flA 

г 0о̂ 1
со цД

[ — (a2+Y22)^- 7,z+ 2 7 1'y26- T22]sinaa;,

[ — (ссН-^о2) 6,_T,2+ 2a2e_T-z]cos ах.
(13)

Здесь Д, ftf,, ^2 определены формулами (4), но теперь со является комп
лексным параметром преобразования.

Интегралы обращения от выражений (13) вычисляем методом контур
ного интегрирования в комплексной со-плоскости. Вначале установим рас
положение и характер особенностей подынтегральных функций. Очевид
но, вторые слагаемые в правых частях (13) имеют простые полюса со= 
= ± а сп и точки ветвления 'со=±ас2, ±ас\. Точка со=0 не является полю
сом пи для и / ,  ни для и / .  Это легко проверить, используя отмеченную 
выше связь между выражениями (3) и (6).

Для того чтобы подынтегральная функция была однозначной на кон
туре интегрирования, его необходимо замыкать на том листе четырехлист
ной римаповой поверхности, для которого Re 7 ,^0 , R e ^ X )  (это следует 
из физического смысла задачи). При проведении контура в среду вводит
ся малое затухание, в результате чего скорости распространения волн ста
новятся комплексными с отрицательной мнимой частью:

cm=cm'—icm", ст"> 0, |ст '|> с ,Д  771=1, 2, й. (14)
Вследствие затухания полюса и точки ветвления смещаются с веществен
ной оси во второй и четвертый квадранты со-плоскости. Устремляя после 
вычисления интегралов ст"  к нулю, получаем решение для идеально упру
гого тела.

Разрезы, по которым соединяются листы римаповой поверхности, про
водим по линиям Не ^,=0, Re ^2=0. Процедура построения разрезов и за
мыкания контура интегрирования, изображенных на фиг. 2, во многом 
аналогична применяемой в стационарной задаче Лэмба [1].

Устремляя радиус R  к бесконечности, находим, что иптеграл вдоль по
луокружности исчезает. Для перемещений после подстановки (13) в (12) 
получаем формулы

1 f“  J И;Ztt ve i<“'d o )-j[R e s(u /e - i“')M=acIi+  Res(tixJ-'e-'“')<D=-aCH],
7..-L*

— У
(15)

и / е ~ ш  d(o-i [ Res (и / е ~ ш ) ш=аСл +  Res (и / е ~ ш ) a=_OOR ].
L,-L4

Решение задачи, таким образом, представляется в виде
• ux=uxPS+ u R, uz=uzps+ u R, (16)

где u / s, u ps — продольные и поперечные волны, представляемые интегра
лами по петлям L,—L,„ a uxR, u R — стоячая волна Рэлея, которая дается
3 Акустический ж урнал, М  4 6 4 1



суммой вычетов в полюсах:

ЯИх

и*  =

О0
2\xaN 

Ooli
~2\xaN

[ (1+^2*)е"|,вх—2ZsZ2e“ '*az]sin ах • cos a cRt\

[ ( l+ k 2) e~l‘az—2e_^az]cos ax-cos a cRt,
(17)

+l2z+2llH22- 2 lM i + l 2 Z)
lik  ‘

Для uxP8, uzps можно получить выражения в виде интегралов по от
резкам вещественной оси после предельпого перехода ст"-+ 0 так же, как 
это выполнено в [1]. Эти выражения, необходймые при анализе волнового»

jlfTUJ

Фиг. 2. Контур интегрировании для обратного преобразования Фурье и расположе
ние особенностей подынтегральных функции: I — Inrf*>0, II  — lni"f2<0, III  — lnrfi<0, 
1ш72, lm*f2>0, IV  — lnrfi>0; 1 — ac«, 2 — ac2f 3 — act, i '- a c i ,  2'—ac2, 3 '-a c Ry a-aci>

(  -  ac?2, в — a c,u г -  a cR, a' — ac2, 6' — aci •

процесса в начальные моменты времени, имеют довольно громоздкий вид 
и здесь пе приводятся. В рассматриваемой задаче более интересным яв
ляется изучение асимптотического поведения uxps, и р* для больших вре
мен, поскольку амплитуда рэлеевской волны — гармонической составляю
щей нестационарного волнового поля —с течением времени не изменяется.

Перемещения свободной поверхности uxPS|2_0> u ps|2=0 представляются 
интегралами типа

1 =  J  Ф(ю)е'"<м,й(о (18)
L

по контурам £, обходящим точки ветвления <оп функции Ф(о)) в положи
тельном направлении. Поскольку при z= О функция (/(со) = —/со регуляр
на, интеграл оценивается по асимптотической формуле [4]

X exp\  tq (со„) - г arg[~q  (o„) ]}  +  О(Г 3/=), t -*-°°.{ (19)

Суммируя вклады всех четырех точек ветвления, получаем при ас2/> 1  
асимптотические формулы

4 Оо лГл----Г/“ 2 Г с */ с * cos(ac,^3jt/4)= ----- V l - c 27ci“ ------------------------------------- +
У2я  \ х а  L(c,7 c22- 2 ) (a C l t ) *
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(2 0 )+
cos(ас2г-я /4 ) , - . . . I
“  ( а с Л ’ - - - - - - +  0 ( ( « r f ) ’ - ' . )  J s m c M : ,

и PS

У 2jx /лаs .  [ cos (°*-‘- " /4 ) + O ( ( « Д  -'■) ]
(<XCot) h

cos ax.

Полученные формулы указывают на то, что перемещения свободной 
поверхности, обусловленные продольными и поперечными волнами, убы
вают по амплитуде как (ac2t ) - ’h. То же верно и относительно uxps, uzPS 
на любой фиксированной глубине г.

Таким образом, для достаточно больших значений времени наблюде
ния Р- и 57-волны уносят часть энергии па бесконечность, а волновое 
поле вблизи поверхности представляется только рэлеевской компонентой. 
Потенциальная энергия этой компоненты, вычисляемая по формуле (7) 
для поля перемещений (17), есть

U а= U0 cos2 acRt, (21)
а кинетическая соответственно равна

2я/а

о о 01 01

Полная энергия рэлеевской волны в любой момент времени сохраняет 
постоянное значение

и к+ и а= и 0
п о  о2 1Л1—1гг) 

4pa* N~~

Рэлеевская волна захватывает лишь часть первоначальной энергии де
формации (8), равную

____игЩ г-12г)_______ ‘
1 *+1г+21*1г—21\1г (1+Ь*) '

Для значений коэффициента Пуассона г=Я/[2(Я+р) ]=0, 0,25 и 0,5 на
ходим, что энергия волны Рэлея составляют соответственно 57, 59 и 44 
процента энергии, запасенной при статическом деформировании.

Итак, доказано, что при нестационарном возбуждении воли в полу
плоскости для значений времени, больших по сравнению с временем про
хождения поперечной волной расстояния, равного длине волны деформа
ции в направлении х, краевая мода колебаний полуплоскости (стоячая 
волна Рэлея) очищается от других типов колебаний и захватывает зна
чительную часть энергии. Р- и 57-волны быстро убывают по амплитуде 
п уносят остальную часть энергии от границы на бесконечность. Анало
гичное явление, по-видимому, будет наблюдаться и в полубесконечных 
волноводах другой конфигурации, для которых при гармоническом воз
буждении существует краевой резонанс.

Выполненный анализ позволяет сделать некоторые обобщения. Если 
рассматривать однородную граничную задачу для уравнения движения
(1) при произвольных периодических по х условиях (10), полный захват 
энергии стоячей волной Рэлея возможен, очевидно, лишь в случаях^ когда 
начальные перемещения и скорости с точностью до амплитудного множи
теля равны перемещениям и скоростям точек в волне Рэлея (17) в неко
торый момент времени. Тогда решение в области изображений по Фурье 
не будет иметь точек ветвления п стационарная волна Рэлея, имеющая 
некоторый сдвиг по фазе, дает точное решение нестационарной задачи. 
Так, выражения (17) являются решением однородной граничной задачи
с начальными условиями

Ux I /=о= 11=0» Wz I г=-о=  ИхП | f=o,



Во всех остальных случаях (как, например, при пачальпых условиях
(10)), захват анергии будет неполным. Можно найти ситуации, когда 
рэлеевская волна не возбуждается вообще, а вся анергия локализованной 
деформации уходит на бесконечность. Например, статически сдеформи- 
руем полуплоскость при £=0 нормальными и касательными напряже
ниями

02 г=о а<> cos сс-'г, Т.хг I г=о То Sill (XX.

Отыскав соответствующее поле статических перемещений их0, uz0 и ре
шив заново нестационарную задачу (1), (9), (10), мы найдем, что ампли
туда рэлеевской волны (17) пропорциональна величине а0—2то£2/(1~^22)- 
Значит, при

21г
Со 1+LZ

То (27)

амплитуда рэлеевской волны равна нулю (точки оь=±асп не являются 
полюсами и / ,  и/ )  и захвата энергии краевой модой не происходит. Это 
связано с тем фактом, что при возбуждении вынужденных колебаний по
луплоскости ненулевыми нормальными и касательными напряжениями

аг|x=0=CFo cosax-e'u/, T*z| r=0=T0sin a x  eiot

выполнение условия (27) влечет за собой отсутствие резонапса при со= 
=сссп. Кинематика колебаний на такой частоте будет отличной от кине
матики рэлеевской волны.

Из сказанного следует, что и в случае произвольного ттолубссконсчио- 
го волновода условия полного захвата энергии краевой модой устанавли
ваются легко и по существу сводятся к требованию совпадения начальных 
условий с полями перемещений и скоростей краевой моды д некоторый мо
мент времени. Нахождение же условий, при которых эта мода не возбуж
дается, требует анализа решепия уравнений движепия волновода при на
чальных условиях общего вида, что является довольно сложной матема
тической задачей.

Полученные выше результаты дают также ответ па вопрос: возможны 
ли незатухающие со временем свободные движения полубесконечного 
идеально упругого волновода, если вначале сдеформировать его вблизи 
торца, а затем мгновенно освободить от нагрузок? Это является возмож
ным лишь в случае, когда для данного волновода существует краевой 
резонанс на нераспространяющихся модах. Тогда такие незатухающие со 
временем колебания могут быть гармонической краевой модой, имеющей 
частоту краевого резонанса. С течением времени локализованная краевая 
мода полностью освобождается от других составляющих, уносящих свою 
энергию от торца волновода па бесконечность. Если же в волноводе крае
вой резонанс отсутствует, при t ->°° вблизи торца устанавливается состоя
ние покоя с нулевыми перемещениями и скоростями.
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ШИРОКОПОЛОСНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ ОБЪЕМНЫХ 
УЛЬТРАЗВУКОВЫХ ВОЛН ДЛЯ ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ

Ж г у н  С. А.
в

Описаны встречпоштыревые пьезоэлектрические преобразователи с 
селективно поляризованными доменами под электродами (ВШП СП). 
Предложена модель для расчета частотной характеристики возбуждения 
объемных акустических волн перпендикулярно плоскости ВШП СП. Вы
ведена аналитическая формула, позволяющая выбирать и сравнивать 
материалы, срезы и топологии. Приводятся расчеты па примере моно
кристаллов класса 3/и z-среза. Проведено сравнение экспериментальных 
результатов по поляризации танталита лития через электродную струк
туру из серебра (ширина электрода -  40 мкм, ширина зазора- 4 0  мкм) 
с расчетами и предшествовавшими экспериментами других авторов. Крат
ко обсуждаются возможности применения.

•

Можно утверждать, что каждые три года изобретения новых твердо
тельных приборов приводят к качественным изменениям в проектирова
нии и изготовлении узлов радиотракта. Это произошло и с приборами па 
поверх постных акустических волнах (ПАВ). Сейчас они нашли многочис
ленные применения в диапазоне частот 10—1000 МГц, где они успешно 
конкурируют с другими приборами и цепями.

Объемные акустические волны традиционно используются для стаби
лизации частоты на достаточно низких частотах (до 300 МГц). В то же 
время они имеют меньшие потери на распространение н большие скорости 
чем ПАВ, так что их можно было бы успешнее применять на высоких ча
стотах. Однако такие применения пока ограничены в основном уникаль
ными приборами и системами. Полагаем, что ситуация могла бы быть 
изменена с изобретением новых преобразователей, пригодных для массо
вого производства с разнообразными частотными характеристиками.

Опыт производства приборов на ПАВ показал, что встречноштыревые 
преобразователи (BillII) наиболее коикурсптпоспособиы для большого 
числа применений в комбинации с монокристаллами. Тогда почему бы по 
использовать ВШП для возбуждения объемных воли?

Известно, что ВШП излучает разнообразные объемные волны, затруд
няющие проектирование приборов на ПАВ, но он не может излучать 
волны, распространяющиеся перпендикулярно поверхности. Излучение 
одного электрода компенсируется излучением его соседа. Существуют воз
можности нарушить это правило, например поменяв знак ньезоэффекта 
под соседними электродами. Это предложение ван дер Пау [1] нашло 
последователей [2, 3], которые доказали возможность создания селектив
но поляризованных преобразователей (ВШП СП) на монокристаллах 
(таиталат лития). Было показано, что ВШП СП обладает широкополос
ной частотной характеристикой с минимальными вносимыми потерями 
около 15—25 дБ па один преобразователь.

В этой статье обсуждается модель такого преобразователя и приводят
ся результаты дальнейших экспериментов.

Рассмотрим бесконечную встречноштыревую структуру па поверх
ности пьезоэлектрика с регулярной доменной структурой из 180° доменов. 
Период встречноштыревого преобразователя 2L равен периоду доменов. 
На поверхности преобразователя может располагаться слой другого мате
риала толщиной t. Будем считать, что электроды бесконечно тонкие, а их 
проводимость бесконечно велика. Форма доменов описывается некоторой
тензорной функцией е(х , z).
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