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Рассмотрена модель мелкого моря с неоднородным упругим дном. 
Произведем расчет поля точечного источника и характеристик нормаль- 
пых воли па основе матричных уравнении Рнккатн для слоисто-неодно­
родной среды. Приведены результаты численной реализации модельных 
задач. Показано, что при определенных условиях, так называемая, нуле­
вая мода, являющаяся аналогом полны Стоунли и обычно распростра­
няющаяся на поверхности раздела «упругое тело -  жидкость», может 
превращаться в приповерхностную, формируя звуковой канал у по­
верхности моря.

Вопрос распространения звуковых волн в море как волноводе рассмат­
ривался в теоретических и численных исследованиях рядом авторов [1—4]. 
Тем не менее ряд вопросов распространения до настоящего времени оста­
ется актуальным. К одному из них относится неполный учет реальных 
физических свойств морского дна. Часто при расчете скоростей нормаль­
ных волн, а также профилей нормальных волн, дно принимается за жид­
кое полупространство (однородное или неоднородное) [3]. В других слу­
чаях дно принимается за упругое полупространство с постоянной плот­
ностью и скоростями сдвиговых и продольных волн [4]. Наконец, в ряде 
работ упругость дна учитывается тем, что оно представляется в виде ко-
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печного числа однородных слоев с отличающимися друг от друга пара­
метрами [5].

В реальных ситуациях, однако, упругие и инерционные параметры 
дна могут представлять весьма сложные функции вертикальной коорди­
наты. В этих случаях аппроксимация донных функций описанными выше 
образами может оказаться педостаточ- z  j, 
ной. В связи с этим в настоящей работе 
рассматривается численный метод 
расчета характеристик нормальных 
волн мелкого моря и волновых нолей в 
акустической и упругой средах, моде­
лирующей неоднородное твердое дно, 
одним из достоинств которого является —уу 
возможность широкого изменения уп­
ругих и инерционных параметров.

Модель мелкого моря как волновода, 
рассматриваемая далее, приведена па 
фиг. 1. Водный слой при h> z> О име­
ет переменные по глубине параметры 
p(z) — плотность, с (z) — скорость звука 
в среде или p(z) — сжимаемость. Пред­
полагается, что функции p(z), С(z), P(z)
являются кусочно-непрерывными по z. При —/ / < z < 0 расположен упру­
гий неоднородный слой с переменной плотностью p,(z) и параметрами 
Лямэ h (z), pi(z), которые также предполагаются кусочно-непрерывны­
ми функциями координаты z. При z < — II  расположено упругое полупро­
странство с параметрами р2, Я2, р2, имеющее жесткое сцепление с лежа­
щим на нем неоднородным слоем.

Относительно величин л2, р2 предполагается, что они примерно на 
порядок больше модуля объемного сжатия воды, а величины Xi(z) и p,(z)

Ш

Фиг. 1. Модель мелкого моря как 
волповода: / —водный слой, / / —
упругий неоднородный слон, III — 

уп р у гое 11 о:i у 11 ространст во

Я05



находятся и промежутке между ними. Эти предположения пе имеют 
принципиального для метода расчета характера, но, как правило, гаран­
тируют наличие незатухающих нормальных воли рассматриваемого волно­
вода. Предполагается также, что последние возбуждаются точечным гар­
моническим источником

Приведем уравнения, описывающие волновой процесс в акустической 
среде и упругом неоднородном слое — полупространстве [5, 6]. В области 
h > z>  О

gradp+p(z)(o2u=g(z, х ), (1)
d ivu+£(z)p= /(z, x).  (2)

Здесь p — звуковое давление, u(z , x) — вектор смещения, g(z, x) и 
/(z, x) — функции источников звукового давления и скорости. .Обычно в 
этих уравнениях вводится колебательная скорость v = / cdu, но, как будет 
показано ниже, такая форма записи удобнее для сопряжения решений в 
жидком и упругом слоях.

В области —/ / < z < 0 и z < —H

div о—р, (z) —т^- =  F (z, х ) , (3)
dlz

o=Lxz( u ,). (4)

Здесь о — тензор напряжений, щ — вектор смещений в упругом слое, 
Lxz — матричный дифференциальный оператор первого порядка [6], F — 
функция донных источников в твердом неоднородном слое или полупро­
странстве.

При построении метода расчета волновых полей в акустической и 
упругой средах, моделирующей дно, главным образом расчет необходимо 
провести в последней, так как для акустической среды решение будет 
получено при помощи предельного перехода р-^0, где р —модуль сдвига 
среды.

Термин «акустическая среда» используется в том смысле, что распро­
странение звука описывается уравнением Гельмгольца с правой частью, 
называемой акустическим источником звука [1]. Донные источники зву­
ка отличаются от вышеупомянутых акустических тем, что математически 
описываются правой частью системы линейных динамических уравнеппй 
теории упругости. Такие источиики физически реализуются в виде со­
средоточенных и распределенных в некотором объеме по глубине сил и 
моментов сил геофизического и искусственного происхождения.

Иоле точечного источника звука в акустической слоисто-неоднородной 
среде в общем случае представляется в виде интеграла от функции, со­
держащей коэффициенты отражения и прохождения плоской волны для 
нижнего и верхнего полупространств [1, 7]. В результате интегрирова­
ния по определенному пути в комплексной плоскости ноле представляется 
в виде суммы вычетов в полюсах подынтегральной функции (эта часть 
ноля называется полем дискретного спектра) и интеграла по берегам раз­
резов, идущих из точек ветвления (поле непрерывного спектра). Анало­
гичный подход развивается и для упругих слоисто-неоднородных сред. 
Необходимо отметить, что в этом случае интегральные представления 
имеют весьма громоздкий вид и при расчетах на ЭВМ возникают опреде­
ленные трудности, связанные с вычислением вычетов и численным диффе­
ренцированием многозначных функций. Для устранения этих трудностей 
целесообразно поле дискретного спектра векторных нормальных волн в 
упругой среде представить в виде разложения типа Гильберта-Шмидта 
для скалярных нолей. Такое разложение матричных функций Грина для 
широкого класса твердых волноводов получено в работе [8] при помощи 
обобщенных соотношений ортогональности и третьей формулы Бетти.

Предположив вначале известными волновые числа и собственные функ­
ции поперечного сечения волновода, которые будут определены ниже, по­
лучим представление тензора Грина в виде суммы пормальных волн, су-
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шествующих в данном волноводе, моделирующем в нашем случае мел­
кое море (фиг. 1).

Возмущения упругого дна, создаваемые акустическими и донными 
источниками, характеризуются та к называемым тензором Грина 
Г — (2X2)-матрицей, удовлетворяющей матричному уравнению

LxzY{x, z, х , z', о))=6(я, z, х ,  z )E .  ( 5 )

Здесь Lxz — оператор теории упругости, действующей па вектор-столбцы 
Г„ i= 1, 2; б — дельта-функция Дирака; Е — единичная (2X2)-матрица. 
Столбцы Гг описывают смещения упругого полупространства под дей­
ствием единичных сосредоточенных в точке (х \  z )  сил, направленных но 
оси х  для i= 1 и по оси z для i=2.

Пусть S* — множество существующих волновых чисел Л:п, которые 
смещаются в верхнюю полуплоскость при введении затухания в среде. 
Тогда при свободной от напряжения поверхности полупространства име­
ет место следующее разложение {х~>х):

г = £  (Пп) ~‘Чп exp[ifc„ (х—х') ], (6)

гДе

П„ =  J  [ (u, (z, - К ) . o ( z ,  кп) ) -  (и, (z, к„), o(z, - к п) )]dz,
О

Ui(z, kn)=(ulx(z, кп) , wl2(z, кп) ) — собственные вектор-функции смеще­
ний, соответствующие волновому числу кп\ о=(охх, охг) — первый столбец 
тензора напряжений; *(п — (2X2)-матрица

=  / Щx ( z ' - k n)n ix(zjcn) ulz( z \ - k n)u lx(z,kn)
'  uix(z \  - К )  ihZ(z, К )  ul2(z \  - kn)u lz(z, кп)

Построенный тензор Г определяет вектор смещений V, возбуждаемый 
произвольным распределением объемных векторных сил F:

V =  J  J  Г (я, z, х \  z , о ) elz dx,
Ef

где Ef — область распределения F.
Рассмотрим теперь, во что переходят формулы (6), (7) при наличии 

на поверхности упругого полупространства акустического слоя с мягкой 
верхней границей. Представим весовые коэффициенты П„ в виде П„= 
=П „0+П,г1+117,2, где П„о задается интегралом по толщине акустического 
слоя, П„1 — интеграл по толщине неоднородного упругого слоя, П„2 — инте­
грал .по полубесконечному интервалу z e [ - //, —°°], соответствующему 
однородному упругому полупространству. Учитывая, что тензор напря­
жений в акустической среде диагоналей о , - , Оц= 0 для i¥=j, где рп — 
звуковое давление, а вектор смещений представим в виде un=(iknpn/ 
/ре)2, иz) , получаем «акустическую часть» весового коэффициента П7|0 в 
традиционном виде

Из формулы (8) следует, что, в частном случае, при р,= 0  (т. е. име­
ется только один жидкий слой), для любого z^O разложение ((5) пере­
ходит в хорошо известное в акустике представление ноля точечного моно- 
поля в волноводе. Таким образом, коэффициенты разложения звукового 
поля в принятой модели мелкого моря, кроме чисто акустической части
(8), имеют также и донные составляющие П,„ и П„2, причем 11„2 можпо 
вычислить аналитически. Это обстоятельство упрощает процедуру расчета
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на ЭВМ, так как позволяет избежать вычисление квадратур (6) на полу- 
бесконечном интервале. Рассмотрим этот вопрос подробнее.

Общее решение системы (4) в области z < —//, удовлетворяющее усло­
вию погашаемое™ па бесконечности, имеет вид

где В п, Сп — произвольные постоянные, qn2= k12—kl2, sn2= kn2—kt2} k t и kt — 
волновые числа продольных и сдвиговых волн соответственно. Вектор на­
пряжений о, входящий в ((>), находим по формулам (4), (9):

- п в
IS*

/  kzqn2-  (Я2+2|Г2) кп2 \
- 2 щ гкп(/п ’ «-•■■+ с„(

(Ю>
в"**

Проведя интегрирование в (6) с учетом условия погашаемости при z-*- 
°°, находим

П„2 =  —  [ (Х2+2|л2) к„г+ ( 2 ^ - X 2)qn2lBn2 + ~ ^ ( k „ 2+3sn2)C,2.
Яп Sn

Произвольные постоянные найдем из условий контакта на границе z= 0  
(для сокращения записи принято, что //= 0 ):

B n=(2\x2snUn—Pn)lbn,
( И )

Cn= - i [ - q nPn+ (5 »2(Л8+2р2) - Х 2кпг) и п]1(кпЪп) ,
где Рп=рп (0), Un=uz(0), Ьп=д„2(Я2+2р2)— Х2кп2—2\K2qnsn. Окончательно 
выражение для П„2 с учетом решения (11) запишем в виде суммы

П,(2 -П„гЬп,„,

п„, =  —  Я Л  (А2+ 2 ц,2)&„2+  (2р2—Я2)<7„г], (1 2 )
Яп

Ii,„ =  ~ C n2̂ ( k n2+3sn2).
, Sn

Здесь П„/ н Г1„, — вклады продольных и сдвиговых волн. При имеем 
П„,-»-0 соответственно и, как следовало ожидать, из соотношений (6) —
(12) получаются формулы для слоя, лежащего на акустическом полу­
пространстве.

Рассмотрим теперь вопрос о нахождении характеристик нормальных 
волн, входящих в формулы (6) — (12). Для водного слоя имеем систему 
линейных дифференциальных уравнений в частных производных с пере­
менными (по z) коэффициентами. С целью получения системы обыкно­
венных дифференциальных уравнений, зависящих только от z, применим 
к системе (3) преобразование Фурье. Исключив фурье-образ йх, получим 
систему двух уравнений относительно величин р и йг, знак ~  в дальней­
шем опускаем:

/ -p (z )c o 2u,=0, и / + \  p(z)-----=  0. (13)
L p (z )o rJ

Штрих означает дифференцирование по координате г. Здесь полагаем /=  
Е 0, g=0, рассматривая задачу на собственные значения модели мелкого 
моря как волновода, к — волновое число нормальных волн этого волново­
да, которое в дальнейшем нам будет необходимо определить. Обычно из 
системы (13) получают уравнение Гельмгольца относительно величины д, 
однако будем решать задачу с использованием уравнения типа Риккати 
относительно величины у=риг~ \  пропорциональной величине акустиче­
ского импеданса Z (y = —i<oZ):

У -  ( Р (*)-----7“7 г ) У2~ 9 (*) о>2=0. (14)
'  р  (  Z )  СО " '

8 0 8



Характерной особенностью этого уравнения является то, что при не­
которых значениях z решение y(z) может стремиться к бесконечности. 
Один из распространенных устойчивых методов решения таких задач 
получается при подстановке в (14) функции у = tg ‘0 (подстановка 
Прюффера), для которой получаем удобное для интегрирования урав­
нение:

0 '— ( B(z)---- ——) sin2 0—p(z)cj)2 cos2 0=0. (15)
'  p ( z ) o )  '

Как известно, уравнение (14) является нелинейным уравнением пер­
вого порядка и его решение зависит от одной произвольной постоянной, 
являющейся начальным значением у0 в некоторой точке z=z0. В качестве 
такой точки возьмем z=(), а у о найдем ниже из решения аналогичной за­
дачи для упругого слоя O ^ z ^ —//.

Применим преобразование Фурье к величинам, входящим в уравне­
ния системы (4). Исключая оХХ} получим новую систему, соответствую­
щую (3)—(4):

r/+i/fT+pi(z)co2Hu=0,
Я,

XrKJjii +  (pi (*) (d2- k 2Ei) uix=0,

1___
Xl+2jii

Я,
Xi+2p!

Mix' =  —  +  ikuiz.
Pi

Здесь T z, т, гг!;с и u lz — фурье-образы а2г, а2Х1 Bi* и в 12 соответственно. Эта 
система состоит из обыкновенных дифференциальных уравнений, коэффи­
циенты которых зависят от координаты з, £'1=4pi (X1+ ji,) /(^ 1+ 2Iu1). Если 
ввести вектор-функции Т = (Т гу т) и U = ( b12, в |х) и квадратные матрицы

то система (16) запишется в матричном виде

Р Ы Pi* >■ о
0 рАсо2 — k 2Elt

T'+ST+PU =0,
U'=AT+<?U.

(17а)
(176)

Введем далее квадратную матрицу 7  размером (2X2), связывающую век­
торы Т и U, T=YU, для которой из системы (17) получаем следующее 
матричное нелинейное дифференциальное уравнение Риккати, аналогич­
ное уравнению (14) для жидкой среды:

Y ’+YAY+SY+YQ+P=0. (18)
Заметим, что для решения некоторых задач иногда бывает удобнее 

ввести вместо матрицы импедансов 7, обратную ей матрицу адмитанса 
(проводимости) G = F “1, так что U=GT, для которой система уравнений
(17) запишется в виде G'—GPG—QG—GS—Л =0. В случае отсутствия по­
терь энергии как в самой упругой среде, так и па ее границах (в том 
числе при условии, что нет уходящего потока энергии) матрицы 7  и G 
являются эрмитовыми матрицами, т. е. 7 = 7 “ и G = G \ В этом случае все 
элементы у и и gH — действительные.

Для решения системы (17) необходимо задать начальное условие — 
величину матрицы 7 = 7 0 при некотором значении z, которое определяет­
ся из требования непрерывности матрицы импедансов на границе контак­
та неоднородного твердого слоя с полупространством. В качестве такого 
значения в нашей задаче возьмем z = —H , а в качестве матрицы 7 0 нужно 
взять величину 7  для полупространства, играющую роль матрицы его
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входпых импедансов. Выпишем значения элементов матрицы Y =(y„),
являющиеся начальными условиями интегрирования системы (18):

Уп = / I 2 -  1
-  1 /& * -  Ло2— ?2

, г/г2°— — 1 ( 2 +  - = = / 1 г - 1

2̂2 -- / 5 * -
lA 2 - 1  /1 Лоа -  £2

1V
VI* -  V  -  £* ’

(19)

где Уи=(уп°У, %=к/кп, 11('= 112/(^ 2+ 2 ц2).
В дальнейшем нас будут интересовать только незатухающие нормаль­

ные волны, поэтому в начальных условиях (19) должна быть взята вели­
чина |> 1  (с<с12, где с,2 — скорость сдвиговых волн в однородном полу­
пространстве), поскольку только в этом случае не происходит излучения 
звуковых волн в упругое полупространство.

Проинтегрировав матричное уравнение (18) с начальными условиями
(19), находим значения матрицы импедансов на верхней границе упруго­
го неоднородного слоя. Начальное условие для уравнения (14) запишется 
в следующем виде:

У(о, & )=—cletЦТ(0, ft)||/i/u(0, к). (20)
Спектральный параметр к  определяется таким образом, чтобы решение 
задачи Коши (14), (20) удовлетворяло условию y(h, к )=  0.

Отметим несколько предельных случаев, в частности, когда толщина 
жидкого слоя мала по сравнению с длиной волны, т. е. kh-+ 0, получаем 
дисперсионное уравнение для волны рэлеевского типа в неоднородном 
твердом полупространстве det ЦУя(0, Л*) 11=0. Если вдобавок к предыдуще­
му условию толщина неоднородно го упругого слоя также мала, т. с. ktH, 
kh-*-0, получаем дисперсионное уравнение для однородного полупро­
странства:

<Ы\\У(к)\\=0.

Здесь Y 8 и Yp — тензор импедансов твердого слоя и характеристический 
тензор импедансов полупространства соответственно. Кроме того, в слу­
чае /с/г-^оо получаем дисперсионное уравнение для волн типа Стоуллп на 
границе однородного жидкого и неоднородного твердого полупространства:

det||Ys(0, к)\\+У11(0, &)(pcD2/x ) ,/,=0,

где у.= (А:2/ро>2— 1/рс2). Отметим, что оба предельных случая возникают 
при рассмотрении различных частот. Так, на низких частотах эффектив­
ная толщина жидкого слоя становится малой и при стремлении частоты 
к нулю, фазовая скорость нулевой моды (/,ф=0) равна Сг — скорости рэле- 
евской волны. С ростом частоты фазовая скорость убывает и при даль­
нейшем увеличении частоты асимптотически стремится к значению С$ — 
волны Стоупли. Расчет фазовых скоростей нормальных воли и соответ­
ствующие графики приведены в работе [9].

При интегрировании уравнений (14), (18) с начальными условиями
(20), (19) могут возникать трудности, связанные с неограниченным воз­
растанием элементов матрицы импедансов Y  и величины у в узлах сме­
щения. Переход к обратным величинам G=Y~\  как правило, по ликвиди­
рует нерегулярность решения (для случаев, когда толщина упругого слоя 
превышает длину волны & ,//>!, в противном можно использовать матрич­
ное уравнение Риккати для матрицы адмитанса С). Задача Коши (14),
(20) регулярпзуется при помощи подстановки Прюффера, в случае мат­
ричного уравнения удобно воспользоваться преобразованием Кэли [10]:

Ф = ( Y + i ^ E ) - \ i ^ E - Y ) y (21)

где 7 =f.i0, k t°; jx0, &«° — значения в неоднородном твердом слое на границе 
с однородным полупространством; Е  — единичная матрица. Матрица Ф 
удовлетворяет следующему уравнению, получающемуся из (18) подста-
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новкой в пего (21):
• .

Ф' +  - i-  [ (Ф■- Е ) Л ( Е - Ф) +г (ф•+Е) S ( Е - Ф) +  (Ф+Е) Q ( Е - Ф) +

+  (Ф + Я )Р (Ф + £)]= 0 . (22)
Матрица Ф является унитарной, что обеспечивает устойчивость процес­
са интегрирования, а также дает возможность контролировать точность ре­
шения на любом промежуточном шаге. Обратный переход к матрице импе- 
дансов задается соотношением Y= i^(E—Ф )(Ё+Ф )”1. Функция Ф для 
упругого слоя является аналогом фазовой функции 0 в случае жидкою 
волновода. Расчета одной фазовой функции 0 уже достаточно для нахож­
дения собственных частот волновода, так как тс значения спектрального 
параметра, при которых фазовая функция 0 принимает кратные числу я 
значения, как раз и являются критическими частотами кп соответствую­
щей моды. После нахождения значений скорости сп и расчета значений 
величины y(z, сп) по сечению волновода, могут быть вычислены и зна-

z
чения давления p(z, сп)=р0ехр  ̂y{z, cn)~idz. Векторы смещений и на-

о
пряжений U и Т также можно вычислить в виде матричных экспонент, 
так называемых мультипликативных интегралов, удовлетворяющих ли­
нейной системе дифференциальных уравнений (17). Однако с вычисли­
тельной точки зрения, более простым является способ прямого интегриро­
вания задачи Коши для собственной функции, удовлетворяющей однород­
ной системе (17). Для устойчивости численного интегрирования введем в 
рассмотрение вектор М, определяемый по формуле

•

М=0,5(Я—Ф„)ТП — (£Ч-Фп)и„, (23)

где Фи — унитарная матрица, соответствующая собственному значению /с„, 
определяемая уравнением (22). Таким образом, из уравнений (17), (22) 
получаем устойчивую задачу Коши для вектора М:

М'= /?(* , Ф(я, Л„))М, 

М (0)=М 0.
Здесь n=0.5{Q—S —i(A-\-P) + [Q+S—i(P—A)<l> }, Ф' — эрмитово-сопряжен­
ная Ф матрица. Начальное условие М0 определяется из соотношений

и  =  ^ -(й + ф -)М ,

т  =  ф  (£ -ф -)М .
£

В частности, если отсутствует водный слон и поверхность упругого полу­
пространства свободна от напряжений, то по определению собственного 
значения имеем det ||£—Ф‘||=0, следовательно, ранг матрицы \\Е—Ф‘|| 
равен единице и в качестве вектора М0 в (24) можно взять нетривиальное 
решение однородной системы \\Е—Ф‘||М=0. Если же Г(0)=(), то 
det \\Е—Ф*||^0 и искомый М0 находится из решения соответствующей 
неоднородной системы (25).

Перейдем к результатам численной реализации вышеописанного мето­
да. Были произведены расчеты волновых полей для различных моделей 
мелкого моря. Существенным фактором является наличие градиента ско­
рости звука в воде, оказывающем, как известно, большое влияние на фор­
мирование звукового поля. Заметим, что в случае убывания скорости 
звука в воде в направлении поверхности, начиная с некоторых значений 
градиента, нулевая мода, являющаяся аналогом волны типа Стоунли и 
обычно распространяющаяся по границе раздела «жидкость — твердое
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Фиг. 4 Фиг. 5

Фиг. 6
Фиг. 2. Различные градиенты изменения скорости звука в водном слое. Величина

Л*/Л=65, с (0) =  1436, 9 м/с
Фиг. 3. Трансформация пулевой моды в зависимости от величины градиента скоро­

сти звука в жидкости
Фиг. 4. Профили амплитуд для 0,1 и 2 мод

Фиг. 5. Профили амплитуд для 4, 10 п 17 мод
Фиг. G. Поле точечного источника

тело», превращается из придоиной в приповерхностную, формируя звуко­
вой канал у поверхности воды. В качестве иллюстрации па фиг. 2 пред­
ставлена трансформация нулевой моды в зависимости от величины гра­
диента скорости звука в воде (фиг. 3). Скорость звука надает па 10, 20, 
30, 40 и 63 м/с у поверхности воды соответственно. Профили амплитуд 
для 0, 1, 2 и 4, 10, 17 мод представлены на фиг. 4 и 5 соответственно. 
Сплошные линии соответствуют однородному, а пунктирные — неоднород­
ному случаю (фиг. 3, линии 1 и 6* соответственно). На фиг. 6 приведены 
результаты расчета поля точечного источника (амплитуда звукового дав­
ления) на расстоянии 1—1,5 км для модели (фиг. 2, линия 6). Источник 
и приемник располагались на глубине /?/2. Значения фазовых скоростей 
рассчитывались для величины kfh = 65, при суммировании учитывался 
вклад всех 17 распространяющихся мод.
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