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Для двумерной области, имитирующей прибрежный клин, с по- 
мощыо метода поперечных сечений получено решение в виде суммы 
«адиабатических мод» и слагаемых, обусловленных взаимной транс­
формацией мод. На основе анализа численных результатов показана 
необходимость учета эффекта взаимной трансформации мод при рас­
четах ноля в плавно нерегулярных волноводах.

Звуковое поле в прибрежном клине (как в плавно нерегулярном волно­
воде) может быть представлено в виде ряда по собственным функциям 
краевых задач, формулируемых для каждого из поперечных сечений 
[1—3]. Коэффициенты этого ряда-функции координат сечений удовлет­
воряют бесконечной системе дифференциальных уравнений и могут 
быть интерпретированы как «функции распространения» модальных со­
ставляющих (или мод). В отличие от адиабатического приближения, 
в котором поле распадается па невзаимодействующие моды, точное ре­
шение системы содержит эффект взаимной трансформации мод. Цель 
настоящей работы состоит в выяснении роли взаимной трансформации 
люд в плавно нерегулярном волноводе с потерями, имитирующем при­
брежную зону. Характерной чер­
той такого волновода является на­
личие критических сечений [4].

Исследование проведено на мо­
дели двумерного волновода с од­
нородным заполнением, представ­
ляющим собой плавное сочленение 
двух плоских волноводов /  и III  
(фиг. 1) с нерегулярным участком
// ,  в пределах которого медленно изменяется глубина h=h(x)  (\dh/dx\< 
< 1 ). Верхняя граница волновода — идеально мягкая плоскость, на ниж­
ней выполняется импеданснос граничное условие: p+g(x)dpldn=0 при 
z=h(:г), где д/дп — производная по нормали. Аппроксимация дна волно­
вода локально реагирующей поверхностью обусловливает построить с по­
мощью метода поперечных сечений строгое формальное решение задачи и 
положить его в основу численного алгоритма.

Уравнения метода поперечных сечений получены для случая, когда 
граничные условия для поля могут быть равно отнесены и к сечениям 
поля. В нашей задаче это потребовало бы перехода к ортогональным 
криволинейным координатам, включающим линию дна в качестве одной 
из координатных линий. Во избежание усложнения расчетного алгоритма 
целесообразно сохранить декартовы координаты и соответствующие им 
вертикальные поперечные сечения, но видоизменить расчетную схему 
метода.

Пусть линейный источник располагается в регулярном волноводе I. 
Применяя метод частичных областей, представим поле в /  совокупностью 
падающих и отраженных воли, а поле в области / / /  — совокупностью про­
шедших нормальных волн с неизвестными амплитудами. Для выбора 
формы решения на нерегулярном участке / /  изменим форму записи гра­
ничного условия: р+Л (x)g(x)dp/dz=—B(x)g{x)dp/dx  при z=h{x),  где 
A(x)  =  (l+(dh/dx)2)-'/\  a B(x)=A(x)dh/dx,  и рассмотрим две вспомога­
тельные задачи. Одна из них — задача на собственные функции ноне-

U 5 Ю 15 х !1

Фиг. 1. Продольное сечение нерегулярно­
го волновода (/=2л/&)
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речного сечения волновода: д2фп/<922+/гср„==А„(р„, <р„=0 при z=О и ср„-Ь 
+Agdq>Jdz=0 при z=h(x) .  Другая — задача с неоднородным граничным 
условием: d2uldz2+k2u = 0, и= 0 при z= 0, u+Agdu!dz=—Bg при z=k(x) .  
Решение этой последней задачи приводит к функции и(х , z) вида и=  
= —gB(sm kh+kgA  cos /с/г) “1 sin kz. Полагая, что решения вспомогатель­
ных задач в каждом сечении найдены, представим поле в нерегулярном 
участке I I  в виде

Р =  Ц  «п(х ) фп(X,z)+f(x)u(x ,z) ,
п=:

где ап(х) и f(x)  подлежат определению.
Подстановка (I) в уравнение Гельмгольца и в граничные условия 

приводит к бесконечной системе дифференциальных уравнений вида

где

{фп} — система функций, биортогональная к {(р„}, символ ска­
лярного произведения.

Учитывая, что производные собственных функций по х  и функция 
и(х, z) суть величины 0(dh/dx),  можно построить итерационную процеду­
ру решения системы дифференциальных уравнений (2) (предварительно 
редуцируя ее до порядка N ) .

При численной реализации решения системы (2) на каждом шаге 
итераций необходимо решить N дифференциальных уравнений с извест­
ными правыми частями. Эти решения были получены по схеме модифи­
цированного метода конечных элементов с пспользовапием эрмитовых 
сплайнов. Параметры сплайнов отыскиваются вместе с амплитудами мод 
в плоских волноводах /  и III  как решения системы уравнений, матрица 
которой (так называемая глобальная матрица жесткости) остается неиз­
менной на всех этапах приближения. Формирование и преобразования 
глобальной матрицы являются наиболее трудоемкой частью процедуры 
численного решения. Поэтому на первом этапе реализации численного ал­
горитма была разработана программа расчета для упрощенной модели 
волновода с имиеданспьтм дном, в которой производная по нормали д/дп 
в граничном условии заменена на d/dz (тогда в (2) /= 0 ) . Приведенные 
ниже результаты расчетов относятся именно к этой модели.

Выбор параметра редукции N  и числа итераций (при фиксирован­
ном N)  производился но критерию относительного изменения решения 
в узлах сплайна на последующем шаге по сравнению с предыдущим. 
Процесс вычислений заканчивался, когда для всех мод п всех узловых зна­
чений относительное изменение оказывалось меньше заданной величины б. 
В зависимости от среднего наклона дна волновода (от 5 до 20°) при 
6=0,01 количество итераций колебалось в пределах от 3 до 15. Параметр /V 
можно было ограничить числом N0+2, где N0 — число распространяющих­
ся мод в широкой части волновода.

Перейдем к обсуждению результатов расчетов. Они проводились для 
клнноподобных областей с различным средним наклоном дна. При этом 
глубина регулярного участка I I I  выбиралась значительно меньше крптн-
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ческой для всех мод, а глубина регулярного участка I  соответствовала 
5-̂ -9 распространяющимся модам. Выбор импеданса криволинейного дна 
был обусловлен следующими соображениями. Принятая здесь модель им- 
педансного дна существенно отличается от модели, где дно представляет 
собой границу раздела двух сред, как отсутствием волн непрерывного 
спектра, так и видом зависимости коэффициента отражения т от угла па­
дения волы 0. Для того чтобы установить некоторое соответствие между
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Фиг. 2. Зависимости коэффициентов отра­
жения мод от критических сечений т п от 
модуля коэффициента отражения волиы 
при нормальном падении То (1, 2 — адиа­
батическое приближение для первой и 
третьей моды соответственно; 2' — для 

тех же мод с учетом взаимодействия)

Фиг. 3. Зависимость амплитуды поля 
третьей моды аз от продольной координа­
ты в клиновидной области с углом накло­
на 10° и то=0,5 (1 — адиабатическое при­
ближение, 2 — с учетом взаимной транс­

формации мод)
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импедансом и возможными параметрами грунта, потребуем, чтобы зави­
симость |т (0) | =  | (ik cos O+g) / (ik cos 0—g) | для имнедансного дна была 
монотонно возрастающей (как и для жидкого полупространства) и чтобы 
значения коэффициентов отражения для этих двух видов дна совпадали 
при нормальном падении воли (0=0). Этим условиям удовлетворяет им­
педанс с Reg=2Ta/A(l+T02) и Im £ = ( 1 - т 02)/А*(1+т02), где т0= |т (0 ) |.  При­
веденные на фиг. 3 кривые соответствуют т0=0,5 или следующим пара­
метрам грунта: сРр/св=1,2—Ю,01; яг=ргр/рп=2,5, где с„, р„ — параметры 
водного слоя, сгр, ргр — параметры грунта.

Рассматривались три варианта приближенного расчета: нулевое при­
ближение; расчет с учетом взаимной трансформации всех мод с заданной
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погрешностью (полное взаимодействие); расчет с учетом лишь одного 
слагаемого в сумме (3) при т=п.  Этот последний вариант расчета будем, 
так же как п в [5], называть адиабатическим приближением. Заметим, 
что в некоторых работах [6] адиабатическим приближением называют ну­
левое приближение метода поперечных сечений.

Результаты, полученные в адиабатическом приближении, показывают 
типичную картину интерференции падающей и отраженной от критиче­
ского сечения волн для каждой волноводной моды (фиг. 3). С ростом по­
глощения звука дном волновода глубина интерференционных минимумов 
уменьшается, что обусловлено уменьшением амплитуды обратной волны 
и соответственно уменьшением коэффициента отражения т„ (как отно­
шения амплитуд обратной и прямой волн) каждой из мод от области кри­
тического сечения. Зависимости |т„(т0) |,  полученные в результате анализа 
интерференционной картины в адиабатическом приближении, а также 
с учетом взаимной трансформации мод, показаны на фиг. 2.

Приведем некоторые общие соображения, касающиеся взаимной транс­
формации мод. Этот эффект формально связан с наличием в правой части 
каждого из уравнений системы (2) функции Qn(x ), которую можно интер­
претировать как некое «стороннее воздействие». В отличие от нулевого при­
ближения, которое представляет собой решение уравнений (2) с нулевой 
правой частью и граничными условиями, определяемыми сшиванием со 
значениями поля в регулярных участках /  и Ш  при наличии в I  падаю­
щих волн, вклад в результирующее поле за счет трансформации т-й моды 
в п-ю Дшп(#) является решением одного из уравнений (2) с правой 
частью qmn(x) и граничными условиями, соответствующими отсутствию 
падающих со стороны участка I  волн. После завершения итерационной 
процедуры «сторонние воздействия» gm„(x) оказываются вычисленными, 
что позволяет выделить из общего решения каждое из слагаемых, обуслов­
ленных трансформацией m-ii моды в п-ю. Вклады, порождаемые qnn{x) 
и описывающие «самовзаимодействис» мод, были включены нами в адиа­
батическое приближение (фиг. 3). «Самовзаимодеиствне» может быть уч­
тено и в нулевом приближении, если </„„(х) перенести в левую часть урав­
нения (2). Результаты, полученные тем и другим способом, совпали.

Для анализа результатов расчета целесообразно выразить вклад т-й 
моды в гг-ю Атп(х) через qmn с помощью функции Грина уравнения (2)

о
с правой частью qmn (х). Разобьем адиабатическое решение ап(х) иа два 
слагаемых y in{x) и у2п(#), описывающих в области до критического сече­
ния встречные бегущие волны. Тогда

Здесь L — длина участка // , Wn — вронскиан. Первое слагаемое в (4) 
имеет ту же структуру, что и мода нулевого приближения, второе и третье 
(в зоне до критического сечения) — встречные бегущие волны с плавно 
изменяющимися амплитудами. В этом можно убедиться, если представить 
«воздействие» qmn(x), структурпо близкое к полю т-й моды, в виде суммы 
двух слагаемых, также имеющих характер бегущих волн, и пренебречь 
(ввиду малости) интегралами от быстроосциллирующих функций. Ампли­
туды второго и третьего слагаемых, а также глубина плавных колебаний 
уровня тем больше, чем ближе волновые числа мод; пространственный пе­
риод колебаний уровня совпадает с периодом интерференции т-й и п-й 
моды. Можно ожидать поэтому, что эффект трансформации будет наиболь­
шим для мод с соседними номерами. Он должен проявляться в изменении 
как уровня, так и структуры поля каждой моды по сравнению с адиабати­
ческим приближением.
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1 5 °  а

Фиг. 4. Зависимости поправок 
А«, п = 1, 2, 3 к адиабатическому 
приближению мод от среднего 
угла наклона клипа а (номер 
кривой соответствует номеру

моды)

Результаты расчетов согласуются с приведенными выше соображе- 
ниями.

Изменение формы зависимости а(х), иайденпой для третьей моды 
с учетом взаимодействия, по сравнению с адиабатическим приближением, 
отчетливо видно из сопоставления графи­
ков на фиг. 3. Это изменение вызвано Мп1,дБ 
главным образом трансформацией второй и 
четвертой мод в третью. Вклад, обуслов­
ленный трансформацией остальных рас­
пространяющихся мод (в широкой части 
волновода их 8), на 20 дБ меньше. Прост­
ранственный период плавных осцилляций 

уровня вклада четвертой моды в третью 
хорошо согласуется с оценками, получен­
ными из сравнения локальных значений 
волновых чисел третьей и четвертой мод.
Проведенные нами расчеты для клиновид­
ных областей с различными углом наклона 
и поглощением дна позволяют утверждать, 
что особенности распространения мод, ил­
люстрируемые фиг. 3, достаточно типичны.

Рассмотрим вопрос о существовании 
поправок, вносимых в поле каждой из мод 
при учете их взаимной трансформации. Есте­
ственно, величина этих поправок зависит от амплитуд мод, падающих на 
клин. В наших расчетах эти амплитуды были приняты примерно одинако­
выми. При этом поправки к уровню первой моды в клине при т0=1 были 
равны 4/л дБ при среднем угле наклона дна 1°, 3,2 дБ —при 5°, 5, 6 дБ — 
при 10°. Поправки ко второй моде составляли (1,6н-2) дБ, а к третьей — 
около 1 дБ. В изменении поправок к нулевому приближению не просле­
живается ожидаемая закономерность от угла наклона дна. Эта закономер­
ность четко видна, если вычислять поправку Д„ относительно адиабатиче­
ского приближения (см. фиг. 4). Заметим, что приведенные результаты 
получены для клиновидной области, форма которой аппроксимирована 
сглаживающим сплайном, а изменение угла наклона достигалось за счет 
изменения масштаба вдоль осп х. Увеличение неровностей дна при одном 
и том же наклоне дна приводит, как показали расчеты, к увеличению 
поправок, обусловленных взаимной трансформацией мод.

Роль поправок, обусловленных взаимной трансформацией мод, наибо­
лее существенна в тех случаях, когда рассматривается поле в области, где 
адиабатическое приближение дает малые значения. В работе [7] показа­
но, что при расположении приемника в узле третьей моды поправка пре­
вышает адиабатические значения поля на 20 дБ. Аналогичный результат 
имел место и в наших расчетах: значение поля, найденное в точке, лежа­
щей в зоне тени третьей моды (см. фиг. 3) и в интерференционном мини­
муме полей первой и второй мод отличается па 15 дБ от адиабатического.
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