
Таким образом, показано, что макроскопические акустические течения, наблю­
даемые в кавитационной области, подчиняются основным закономерностям для тече­
ний в ноле бегущих волн. Измеренные значения скорости течения по порядку вели­
чины совпадают с расчетными. Коэффициент поглощения в кавитационной области 
намного превышает таковой в сплошной жидкости и не является постоянным. Он за­
висит от расстояния до источника звука, от амплитуды колебательного смещения 
преобразователя, т. е. от звукового давления в точке наблюдения.
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СКАЛЯРНОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ 
АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН РЭЛЕЯ ИА СЛАБОНЕОДНОРОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

П о п о в  В . В .

В акустике существует ряд задач, требующих описания ПАВ на слабонеодно- 
родной поверхности: отражение от периодической решетки поверхностных неодно­
родностей, ПАВ-линзы, волноводы и т. д. Граничные условия этих задач имеют вид

д I д д \ 1
——  +  ц  ( d i n  —  +  б 2п ------ ) \  n n = T i n u n = e E u  (1)
дхп \  ду dxi /  )

где /, п = 1, 2, 3, Xi=x , Х2= у ,  х3=z, Г,-п -  граничный оператор (изотропное твердое 
тело занимает полупространство у > 0 и граничит с вакуумом), X, р -  коэффициенты 
Ламэ, £<£1, -oo<Xl z< сс, Fi=Fi(x1 z, uh, duh/dxPy d2utJdxpdxm) -  некоторая вектор 
функция, лилейная относительно упругих смещений их первых и вторых произ­
водных па поверхности и зависящая также от поверхностных координат х, z. Ниже 
выбрана зависимость от времени вида exp {-Hot). Точное решение уравнений тео­
рии упругости с указанными граничными условиями в общем случае невозможно, 
и основное приближение, которое делается в большинстве работ,- это пренебреже­
ние излучением в объем [1, 2]. Следствием такого приближения, как показано в 
данной работе, является возможность преобразования векторных грапичных усло­
вий ( 1 ) и уравнений динамики

ci2- c t2 д2 I
б,-т» ( V +Д) + --------------------- \ и п =  0  (2)

ct2 dxi дхп )
к  одному скалярному дифференциальному уравнению, записанному на поверхности 
у=0.  В (2) обозначено: kti <=0)/cf> cltt -  скорости продольной и поперечной объем­
ных волн, А -  трехмерный лапласиан.

Разделим вектор упругих смещений па потенциальную и и1 и вихревую части: 
Uk=ukl+ukl и введем скалярный потенциал ик'=дФ/дхк. Используя тензор Грина изо­
тропного упругого полупространства, найдем формальное решение задачи ( 1 , 2):
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ф =  —
■J

dx' dz' dgx dq.
[2qxVFx'+ (k f -2q*)F y' +

(2я)грс<2 '' Я(?)
—  C O

+2qz4tFz']eiqAx~x')+i<lziz~z')+ibv}
,2_„ 2 .= /k?.-n2\'h

(3)

*'Де p -  плотность твердого тела, д2= ? * 2 + дД  % ,= (kfa-q*)'/’, Im (2*0, R(q) = 
— (2q2—ht2)2+/iq2ft4t и штрихи у Fu озпачают, что эта функция зависит от коорди-
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нат х \  z'. Рэлеевский знаменатель R обращается в нуль при q=±qo\ вычетам в этих, 
точках отвечает рэлеевскан ПАВ. На слабонеоднородной поверхности волповое число 
ПАВ отличается от до ыа величину порядка eqo, положим поэтому в (3) R —(q2— 
—qo2)dRldq2={q2—q02)B, В < 0, где производная взята в точке q2~qo2. Осуществим 
в остальных сомножителях и слагаемых (3) замену t=i(qo2—kj t )1/г, q2-*qo2,
iqx->d/dx, iqz->d/dz, у-*-0. После указанного упрощения, которое отвечает пренебре­
жению рассеянием ПАВ в объем, имеем возможность перейти от интегрального 
уравнения (3) к дифференциальному на поверхности у = 0 :

е  Г д Р * d p z 1
(Ац+go2) Ф =  *----- 2сi t ---------- + (ktz-2qo2)Fy+2at-------  , (4)

pct2B l  дх dz J
где Дц=d2/dx2+d2/dz2. Используя граничные условия (1), найдем, что в первом ио е 
порядке теории возмущений в правой части (4) следует положить (при у = 0):

их1=дф/дх, иу1 =  - аФ, ия1=дф/дг, uXiZ= - ( 2 q 02- k t 2) uX)J2qo2, иу*= (2q02- k t2) Ф/2а ^
(v)

Производные по х  и 2 тина дих11дх=д2Ф1дх2 н т. д. вычисляются далее в (4) обыч­
ным образом, а производные ди['г 1ду следует заменить па произведения а<,,и\:1- 
Возникающие комбинации Дц следует заменить на qQ2. Уравнение (4) вместе с соот­
ношениями (5) образуют замкнутую систему уравнений, содержащую в себе и гра­
ничные условия (необходимые, если характер неоднородности поверхности меняется 
скачкообразно), поскольку (4), (5) записаны па всей плоскости z<°с.

Для двумерной первоначальной задачи (1), (2) (зависимость от г отсутствует) 
достаточно в (4), (5) отбросить слагаемые с производными но z; кроме того, в пра­
вой части (4) следует д2п/дх2п заменить на (-1  )nqb2n (п=  1, 2), а д2п+1/дх2п+1 заме­
нить на ( - i ) nqo2nd/dx.

В качестве примеров применения уравнения (4) рассмотрим полосковый и то­
пографический поверхностные волноводы [3]. Волноводы имеют неограниченную 
протяженность вдоль оси х, и зависимость Ф ог х  выбрана в виде exp (ipx). Их ши­
рина в z-направлении равна 2d\ при \z\>d.  т. е. вне волновода, потенциал Ф/ V /

~ехр ( - £ \ z -d \ ) ,  где £ =  (р2—4о2) 7,>0. Пусть поверхностная плотность массы в по­
лосковом волноводе равна М (г/см2). Введем обозначения:

е =
Matkt4
p|*|ffos

qi2=qo2
/ at+ at \  --------
( l  + e-------- , к=П1*-рг.' at f

Дисперсионное уравнение для симметричных волноводных мод имеет вид tg y.d= 
=  £/х( 1-е) и отличается от приведенного в работе [3j множителем 1-е. Для анти­
симметричных мод получаем tg x d = —x( 1 -з)/£ .

В случае топографического волновода произвольной формы из (4), (5) находим 
при — оо<2 <оо

/  d2 \  d dnz
-------- V  ф =  Д —  (фтг2) - Я Ф

\  dz2 / dz dz
где А =

В
a>t at

[ 8 f f o W - f c 2) - * , 4] > 0 ,  D  =  — — [#o2 (10fc*2—12&*2) —/с«4] > 0 ,
Я o' \Щя*г

пг -  проекция вектора внутренней нормали па ось z, |л* |«:1 , п высота (глубина) 
волповода мала в сравнении с qо-1. Будем считать вначале, что волновод в сочепии 
является равнобедренным треугольником и представляет собой канавку глубиной hr 
либо выступ этой же высоты, причем \h\/d=n<zl, q0\ h \ ^ i .  Закон дисперсии волно- 
водной моды (она симметричная) в этом случае есть

IQ cth Qd=n2D (D-A)  - l 2±%n(D-AI2), (6 ) *
где ( ? = ( £ 2 + ?г2Л2/4)|/,>0; верхний знак в формуле (G) отвечает волноводу -  канавке, 
нижний -  волноводу -  выступу. Рассмотрим также волноводные свойства скошен­
ной ступеньки. Пусть при z>2d  поверхность твердого тела описывается уравнением 
y=h,  а при z<0 уравнением у = 0. В области 0<z<2cZ уравнение поверхности есть 
y=hz/2d. Закон дисперсии в таком волноводе имеет вид c th Qd=n2D(D — А) — 8 £2,
и не зависит от знака h.

Уравнение, подобное (4), петрудно получить также для сдвиговых ПАВ Гуляе­
ва -  Блюстейна и Лява. Подчеркнем, что условием применимости уравнений типа (4) 
является малое изменение глубины проникновении парциальных составляющих ПАВ. 
по отношению к свободной плоской поверхности.
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