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ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ НЕСАМОСОПРЯЖЕННОЙ
ВОЛНОВОДНОЙ ЗАДАЧИ

Гнид лер II. В.
Предложен вариант теории возмущений «в квадратурах» для иеса- 

мосопряженных задач, связанных с распространением волн в плоско- 
слоистом волноводе с поглощающем! границей. Вычислены поправки к 
комплексному спектру задачи при возмущении скорости звука и плот
ности в регулярном и плавнонерегулярном волноводах.

В настоящее время известно несколько вариантов теории возмущений 
для задачи о распространении волн в слоистых волноводных каналах. 
В [ 1 j изложена теория возмущений для эрмитовых операторов в приме
нении к рефракционным волноводам, аналогичная классической теории 
возмущений Рэлея — Шредингера. Работа [2] обобщает результаты, изло
женные в [3], на случай дискретного спектра открытой системы, в кото
рой собственные функции и показатель преломления возрастают на бес
конечности. В [4] построен вариант теории возмущений для океанических 
волноводов с жидким дном. В работах [2—4] развивался подход к по
строению теории возмущений «в квадратурах», который для самосопря
женных операторов обобщен в [5] на многомерный случай под названием 
«процедура нелинеарнзации».

Наличие поглощающей границы приводит к тому, что собственные 
числа и собственные функции задачи становятся комплексными. Метод 
ВКБ для задачи о распространении волн в плоскослоистом волноводе с 
поглощающей границей развит в [0]. Таким образом, возникает необхо
димость в построении теории возмущений для дискретного комплексного 
спектра задачи со спектральным параметром в граничном условии. В дан
ной работе предложен вариант теории возмущений, обобщающий подход, 
развиваемый в работах [2—5], на некоторые несамосопряжениыс волно- 
водные задачи.

Рассмотрим систему уравнений Штурма — Лнувилля для «поперечного» 
волнового уравнения распространения волн в плоском регулярном волно
воде с поглощающей границей:

+  [ К 2 (*) - h m2] t|>ra=0, 0
\  (1)

^ + [ k b2( z ) - h m2]Vm=0, z>H,

Im /сш=0, Im kh¥= 0, с граничными условиями

1 У ( Д )  1 Ф Л Я )
рш фт(Я) рь фт(Н)

/с=со/с.

Ограничимся частным случаем &-6(z)=const=/c&, что позволяет сразу
записать решение при z> //, фт(2 ) соехр(гдт2 ), (]т=Укь2—hmz. Полагаем 
lm gw> 0 , при этом отбрасываем второе линейно независимое решение 
ехр(—iqmz), которое расходится на бесконечности. Последнее эквивалент
но тому, что непрерывный спектр задачи вообще не рассматривается, так 
что предлагаемая теория возмущений ограничивается только теми модами, 
которые в пределе Im/c&-*0 полностью захватываются волноводом (при 
условии min kw(z )> \kb\) и распространяются без затухания.
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Таким образом, будем рассматривать двухточечную краевую задачу 
на замкнутом интервале:

[*»(«)-*т*]я|)га=0, (KzsStf, (2)
dzl

ф„/ ( l l ) - i  —  n „ 2- h m2 ф,„(//) = 0 , ф,„(0)=0. (2')
рь

В отличие от классических граничных условий в задаче (2), (2') 
спектральный параметр hm входит как в уравнение, так и в граничное 
условие. Несамосопряженность задачи обеспечивается условием lmfcft>0, 
так что hm и \|)ш — комплексные собственные значения и собственные функ
ции задачи. Отметим, что при рш=рб данная задача может быть сведена к 
задаче Редже (см. [7 ,8]).

Будем предполагать, что полное (т. е. по ReAm и 1ш АИ() вырождение 
спектра отсутствует, хотя существование дублетов по ReA„, и Im hm в от
дельности возможно. Последнее допущение вполне оправдано, так что 
присоединенные функции рассматриваться не будут.

Рассмотрим малое возмущение 7с (z) в слое 0< z<H  и его влияние на 
собственные функции и собственные числа задачи (2), (2 '): kw2(z)=ь 
=  [ko(z)+7(z)]2̂ k 0i(z)-\-2ko(z)7{z). Поправки к комплексным собствен
ным числам будем искать в виде hm2—[hm{0)+hm(l)]2̂ hm  +2Am(0>Am(1), где 
k'o(z), h j 0) соответствуют известному точному решению невозмущениой 
задачи ij)m<0)(z). В уравнении (2) сделаем подстановку [5]

Zm(z)=l|?m'(z )A M Z),
так что

г

фт (г) =  ехр [  J Zm ( z )  d z 'j .
0

Поправки будем искать не к функции if„,(n)(z), а к функции Zm<0)(z):

Zm( z ) = Z J " ( z ) + Z j" { z ) .
Предполагается, что величины |%(z)|, |Ат(1)| и |Zw(1)(z)| имеют одинако
вый порядок малости.

Для функции Zm{z) из (2) следует уравнение
Zm'(z)+Zn2(z)+k„*(z)-hm*=0. (3)

Выделив в (3) слагаемые, соответствующие первому порядку малости, по- 
лучим уравнение первого порядка для Zm(1>(z) в виде Z m +2Zm(0)(z)X 
XZm{l}(z)+2ko(z)7c(z)—2km{0)hm(l)^ 0 ,  решение которого, удовлетворяющее 
граничному условию Zm(n (0) =0, есть

г

Zm(,>(z) = 2 ф т (*) 1 dz 'ф Г ’ (* ')[ С ’ h™ —A0(z)Tc(z)]. (4)
О

Для самосопряженной задачи % (0>(z) имеет гг нулей, поэтому прихо
дится несколько модифицировать теорию возмущений, чтобы избежать не- 
интегрируемых особенностей при вычислении г|:,„<п (z) [5]. В рассматри
ваемом случае \|>m(0,(z) — комплексная функция действительного аргу
мента, причем в том случае, когда в качестве невозмущенной задачи ис
пользуется модель Пекериса, нули R e$m(0)(z) не совпадают с нулями 
lm\|)m(0)(z), за исключением точки z = 0. Но при z=0 Zm(1,(z)=0, так что 
особенности не возникают.

Полагая ?w= g m(0,+gm<l\  qm( i ) hm(1)/qт{0), получаем второе гра
ничное условие, которому должна удовлетворять функция Z„l<,):

1
z £ } <ю = — I

Р*

h (0)k ,i)Пт Mm
a(0)

m
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Из выражений (4), (5) следует формула для поправки к собственно
му числу m-й моды в первом порядке теории возмущений в виде

я

i  dztyГ 1 (z )k0(z)Jc(z)

ь (1) Ь<0)"‘ Пт =Пт (0)

\ d z ^ 0)' { z )+  1 рш^ 0) (//)
2 р„ (0)

»П
Нетрудно заметить, что

< ’г (iS 0 /2ffi,>— i j  <рГ’ ( 2 ) ^ .
Я

Тогда знаменатель (б) можно рассматривать как нормировочный интеграл 
для невозмущенных собственных функций, т.е. можно положить

и <х>

(z)dz +  —  |  ф '0) (z)dz=1,
Рь н

после чего формула (15) припимает вид
Л

hL" =АГ’" J  d z t r ! (z)*0(z)S(z). (8)
О

Выражение (8) отличается от стандартной теории возмущений тем, что 
под интегралом стоит квадрат комплексной волновой функции i |) f  , а не 
квадрат модуля |\J)m(0,| “. Тем самым формула (8) позволяет учитыватыю- 
правки как к постоянной распространения Re Лт, так и к модальному коэф
фициенту затухания pm= lm  hm.

Аналогично находится поправка второго порядка:

Поскольку данная теория возмущений не требует яиапия всего спектра 
нсвозмущонной задачи для вычисления высших поправок к т-й моде, 
как в классической теории возмущений (см. [9]), у нас появляется воз
можность в значительных пределах варьировать параметры невозмущен- 
иой задачи. Если в качестве модельного берется волновод Пскериса, это 
означает возможность варьирования постоянной скорости звука в водном 
слое для получения более точных результатов.

Рассмотрим некоторые приложения и модификации излагаемого ме
тода.

Если в водном слое претерпевает возмущение не только показатель 
преломления, но и плотность, то необходимо рассматривать уравнение

A/>-V lnp(r) ¥/>+&2(r)/>=0. (М)
Существенное упрощение уравнения (10) возникает, если при р(г) =  

^ p (z ) воспользоваться подстановкой [10J

S ( z) = p * ‘I p(z’)dz'. 
0

Тогда после разделения переменных получим следующее уравнение на соб-



ственные функции:
d ^ A  I)

d r
+  [А2(1 ) ~ h m2 ^ ( l ) = o . ( И )

В отличив от других известных подстановок полученное уравнение не об
ладает дополнительной материальной дисперсией, что особенно важно в 
задачах распространения широкополосных импульсов в волноводах.

В уравнении (11) к и р — кусочно-непрерывные функции, т. о., вооб
ще говоря, можно рассматривать уравнение (11) на полуоси без на
ложения граничных условий при £н= £(//). Будем рассматривать,
частный случай, а именно

k ( z ) = \  kw^ y |  P”(Z)>
kb =  const, z> //, t pb =  const, z>II.

При этом исследуемое уравнение разбивается на два: уравнение (И ) для. 
0 < £ < |„  и

Чш-О, ! > 1 „ ,' р ь '&
С граничными УСЛОВИЯМИ ф тЧ Ы /ф т(Ы = ф тЧ Ы /ф "*(Ы >  ф т(0)= 0у 
т.е. в данном случае решение везде имеет непрерывную первую логариф
мическую производную.

Модель возмущения в виде k u( z ) = k 0( z ) + k ( z ) 1 pu,(z)=pw+ p(z) подста
вим в (11) (отметим, что для данной модели £(z)=z при z < //) . В получен
ном уравнении

-J~T + [ko2 (z) +2kQ(z)k(z) - hm2] [ 1—2р (z)/plc] \fm= 0  •

отбросим слагаемые второго порядка малости. Проводя выкладки, анало- 
* ичные изложенным выше, с учетом нормировки (7) получим искомый 
результат для поправки первого порядка:

и

J  dz ̂  (z) { к0 (z) % (z) -  [ fc02 (z) -AT* ]} . (12)
о 1 Р- ]

В рамках излагаемого подхода оказывается возможным построить тео
рию возмущений для адиабатических мод плавнонерегулярного волновода 
с поглощающей границей, расположенной при / /= //( г ) .  Как и в [6], поле 
в этом случае будем искать в форме

Г

Р =  XjPm, рт=  ■ ^ ^ 4 ex p ( i j  hm{r')dr'\ ,  
m УЬт(г)г 1 о ’

не конкретизируя пока вид hm и Фт. В уравнении (10) (p(z)=const при 
0 < z^H )  сделаем замену переменных ц = г///(г ), тогда с точностью да 
членов порядка vm(r)=hm(r)H(r)H'{г)/2<1 можно получить

Фт(г, ц) = ^ m(r|)oxp[iVm(r)T]2]/)///( r) , 
где фт (г|) удовлетворяет уравнению

^ r  +  [ f t ,2( z ) - f t m2]/ /2( r )^ m= 0 , 0 < ti< 1 . (13 )

с точным граничным условием фт (0 )= 0  и приближенным граничным 
условием

г|>т' (1) —i — l k t —hn? 1|>т (л) I 4-1=0. (14)
Рб

Пусть kw(z)=kw+Tc(z), т. е. в качестве модельного выберем волновод 
с кусочно-постояпиым показателем преломления. Ищем hm в виде hm2=  
= К 2- к т2/Н2(г), а теорию возмущений будем строить для Xm=xro(0)+x«<i).
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Получаемое из (13) уравнение

- ^ 7  +  [хГ1'  +2хт’ хй* +2/сД(л)Я: (г) ]г|>т=0 

приводит к следующему результату:
1

Кт)= - К Н '1{г)У.т) j ̂Г1 г|)Г|!(г|)/с(г]) ,
О

где собственные функции г|>7п(0)(л) удовлетворяют уравнению

^  +  4>i"’ (0) =0,илу
граничному условию (14) и условию нормировки вида (7).

Отметим, что при выводе поправок к комплексным постоянным рас
пространения мы не конкретизировали причины возникновения возмуще
ния S(z) — это могло быть как изменение профиля скорости c(z), так и 
изменение частоты бы. Если профиль скорости остается неизменным, 
c=c0(z), то Je(z)=6<o/c0(z). В этом случае, например, нетрудно получить

н
т(*) S Ь<°>п т =  со о о со/г"Щ ' [ j d z \|(0) (z)c0-2(z) +  - f ^ Cв-2t i 0), (Я )] .

* Pb J
Полученное выражение может быть полезным при анализе распростра

нения широкополосных сигналов в стратифицированных волповодах с 
поглощающей границей.

Автор выражает благодарность Ю. А. Кравцову и А. В. Турбинеру за 
конструктивное обсуждение результатов работы.
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