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Полная мощность акустического источника, помещенного и произ­
вольный иол повод, выражена через функцию Грина волновода. Вычис­
лена мощность источника (как точечного, так и протяженного) в го­
ризонтально однородном волноводе с произвольным профилем скорости 
звука в слое и с жидким однородным дном. Для модели Пекприса при­
ведены численные результаты.

Выразим мощность, излучаемую источником, через функцию Грина 
волновода. Пусть и ( К) — звуковое давление в точке R —(я, у, z) волново­
да (ось z направим вертикально вниз, на поверхности океана 2=0), p(R) — 
плотность среды, которую будем считать кусочно-постоянной и равной р4 
в водном слое и р2 — в дне. При этом предположении поле и(R), создан­
ное источниками звука q(К), удовлетворяет волновому уравнению [1J

а также условиям непрерывности величин m(R) и (NVw)/p(R) иа дне 
(N — нормаль к поверхности дна) и граничным условиям на поверхности 
океана u |z=0= 0  и условиям излучения на бесконечности.

Поле и(R) в слое можно представить в виде

где G(R, R') — функция Грина, удовлетворяющая уравнению (1) с q(R) =  
= 6 (R —R') и таким же дополнительным условиям, что и само поле a(R). 

Плотность потока р(1\) акустической мощности, как известно, равна:

рость, со — частота звуковой волны. Используя волновое уравнение (1), 
нетрудно получить тождество |2 ]

Первый член правой части (3) описывает поглощение энергии сре­
дой, а второй — энергию, излученную собственно источниками. Интере­
суясь последней, для полной мощности Р, излучаемой источниками, по­
лучаем (используя (3), а также теорему Остроградского — Гаусса), сле­
дующее выражение:

где V — объем, содержащий все источники. Подставляя в (4) выражение 
(2) для поля через функцию Грина, находим окончательно

Формула (5) имеет следующую особенность. Если знак мнимой части 
Im вынести за знак интеграла, то она перестает быть справедливой для 
точечного источника, поскольку при этом G(R, R') имеет особенность в 
той же точке, что и g(R), и возникает расходимость. Это выражение, од­
нако, можно использовать для вычисления вклада в полную энергию, об-

Aw(R)+**(R)»(R)=g(R), (1)

(2)

p=(l/2)R e(w v*)=— (2ро))_| Im(uVu‘), где v=Vw/ifl>p — колебательнаяско-

div[Im(ttViO ) =  |u |2 Im(A2)+Im(g*u). (3)

(5)
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условленную дифракционной частью ноля [2]. Формула же (5) дает 
результат и в общем случае.

Подставляя для точечного источника, помещенного в точку R0, q(R) =  
= —4jtH06(R—R0) в (5), получим

/  тг
Р= -Ро —  lim {ImC(R, R ')},

ft R-*-R0
(6>

где P0=4n  | A 0| 2/2pct — мощность, излучаемая тем же источником в без­
граничном однородном простраистве, которую можно получить из той же 
формулы (5), подставляя туда функцию Грина Go=—exp{ift|R—R0| }/ 
/4зт | R—R01 безграничного пространства (к=(й/с1).

Рассмотрим модель плоскослоистого океана с жидким дном постоян­
ной глубины z=ll .  Вещественный показатель преломления n(z) опреде­
лим равенствами:

, v j  nl (z)=ci/c(z),  0<z<H,  
n ( z ) = \

1 n2=cl/c2, z>H. (7>

Здесь c(z) — профиль скорости звука в водном слое, — некоторое ее 
значение, скорость звука в дпе — с2. Отношение плотностей грунта р2 и 
слоя р, обозпачим через 7тг=р2/р1.

Функцию Грина в этом случае оказывается удобным представить в 
виде [3] (R = (r, z)):

N

G(R,, Я,) =  (A»|r,—r2|)
n =  1

ft22 (8)

— —  |i|)v(z1)Tjiv(z2)//„<l>0 /v |r i—r2|)dv, ImVv>0, fc2=(o/c2.
—  C O

Здесь i|)„(z), hn, v — вещественные собственные функции и собствен­
ные значения соответственно дискретного и непрерывного спектров зада­
чи Штурма — Лиувилля:

(9а)

г\^ +khi(z)\\)n(z) =hn\pn(z), п=  1 ,----N, k2<hn<k  max п (z);

(z)
dz2

+к2п (z) \|}v (z) =v\\)v(z), —oo <v<ft 2? (96)

где N  — число собственных значений дискретного спектра. Собственные 
функции (9) (z), t|\.(z) удовлетворяют условиям на поверхности т|;(0) =
= 0  и на дне ф (//—0)=г|;(//+0), (d-ty/dz) \2=n-<,=m~i{d^/dz) |2„H+o и ортого­
нальны в следующем смысле:

ф.„>=бпп„ <ф„л|\>=0,

<a[v, i|1v> = 6(m-—v),
(10).

н со

где <f(z),g(z)>■» J  fgdzJrm - i \  fgdz.
Н

Рассмотрим линейный источник с распределением (вообще говоря, 
комплексным) по вертикали, расположенный при г=0:

q{R)=q(z)8(r)/2nr . (И )
Тот же источник можно задать в виде набора коэффициентов Сп и Gv, раз­
лагая q(z) по полной системе собственных функций:

.V Л,2

q(z) =  X jC„f„(z)+ j  Cvi\iv(z)dv, (12)
n=i — m
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где
6Tn=<g(z), i|:„(z)>, Cv=(q(z) , \|\-(z) >. (13)

Подставляя (8), (И ) и (12) в основную формулу (5) и учитывая ор­
тогональность собственных функций (10), находим

N

+  J  \C.\2dv}.
8pi<o

(14)
я= 1

Заметим, что согласно полученной формуле (14) ноля непрерывного 
спектра, соответствующие области — oo<v< 0  (так называемые реактивные 
поля), нс дают вклада (в стационарных условиях) в полную мощность,
излучаемую источником. Это следует из соотношения Im[/#o(1,(iY |v|r)] =  
=0, возникающего в (5) при выводе (14). Вклад остальной части непре­
рывного спектра (0< v < ft22) дается вторым слагаемым, а дискретного — 
первым в формуле (14).

Выведем также формулу для мощности, излучаемой точечным источ­
ником, находящимся в водном слое на глубине z0. Распределение q{R) в 
этом случае запишем в виде

q (R) = - 4 я Л 0б (*-*.) 4 ^ - .  (15)
2 л г

где константа А 0 связана с объемной скоростью источника F0 равенством 
[ 1 ]  У 1 о = С О р Л / о /4 л Л .

Подставляя функцию Грина (8) в (6), получим
ЛГ

П [ X l V ( zo)+  b l ’**(zo)dv ] .Р =  Р,
к

(16)
п= 1

Напомним, что функции \\:п и *ф\ вещественны. Выражение (16) следует 
также и из формулы (14), если учесть разложение 6-функции по полно­
му набору собственных функций волновода, так, что соответствующие то­
чечному источнику (15) коэффициенты Сп= —4яЛ0гМя0), C'v= —4n/l0̂ v(z0).

Конкретизируем выражение для нормированных в смысле (10) функ­
ций \рп и tfv следующим образом. Введем вещественные функции <pv(z), 
являющиеся решениями уравнения (96) при произвольном v для водно­
го слоя и удовлетворяющие условиям на поверхности cpv(0) =0, — oo<v< 
</cm ax n(z). Тогда, учитывая, что в дне показатель преломления постоя­
нен, «продолжим» функцию cpv(z) в область z> //, полагая

Г cpv (z), 0< z < //,
cpv(z) =  4 (v ) \ /;(v )e - ia2,,-H)+ /J(v)e .a!(J-H»i 2>//i

где в соответствия с условиями сшивки на дне

1 Г г/га 1
D(v) =  —  |ф .(Я ) + -----Ф . ' ( Я )  I,

J?(v)=cpv( //)— D(v).

(17)

(18)

Здесь штрих означает производную по z, вертикальный волновой вектор 
в дие

сс2
|  +У/с22—у, v</c22, 

(v) l+ iV v-fc^, V > A / ,
(19)

A  (v) — нормировочный коэффициент.
Если v < h \  то функция (17) является собственной функцией непре­

рывного спектра, при этом из условия нормировки (10) получим [4] (_4V=  
=А  (v))

л Л /га
(ф, ' ( я ) )2] } ь. (20)
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Область v > k22 соответствует дискретному спектру, собственные значения 
которого vn=hn находятся из дисперсионного уравнения i7(v)= 0  так, 
чтобы i|)„(z) (17) не росла экспоненциально нрн z->-<», а нормировочный 
коэффициент A n= A (h n-) равен:

Здесь а 2п=сс2(Ьпг) =1^hn~—k2z.
Подставляя (17), (20), (21) в (16), получим

Формула (22) справедлива при произвольном профиле n{z) показате­
ля преломления в слое и удобна тем, что содержит параметры дна в явном 
виде п, кроме того, в нес входят решения «вертикального» волнового урав­
нения для слоя, минимально обремененные дополнительными условиями. 
Каждое слагаемое суммы (22), соответствующей дискретному спектру, 
равно полному потоку мощности в п-й моде, проходящей через полубес- 
конечную (0<z<«>) цилиндрическую поверхность, охватывающую ис­
точники. Заметим, что соотношения (20) —(22) при учете равенства 
K es[^2(v) ] |v=v„=An2 выявляют для данной модели океана связь потока 
мощности в отдельной моде дискретного спектра с производной диспер­
сионного выражения D(v)  но постоянной распространения /r^ v , которая, 
как показано в работе [5J, должна существовать в общем случае, в том 
числе и для полубесконечиых сред. Вклад же в мощность непрерывного 
спектра дается интегралом в (22).

Рассмотрим некоторые частные случаи.
Полагая в (22) к2-*-0 и m-»-<», получим формулу для мощцости точеч­

ного источника в волноводе с абсолютно жестким дном в виде суммы 
вкладов конечного числа N мод с действительными hn:

N  и

Ф*2 (z«) /  J  Ф"2 (z) dz• (23)
7 i  =  l  0

В частном случае однородного волновода, полагая q>„=sin a„z, 
=У к2—h,2 =  —  {п— У2), получим

Р Г sin(2niVz0///)  I 
~2N sin (nz0/H )P

где 4 =nN/kH,  Дг=целая часть [ (&///я) +  (У2) ] число распространяющих­
ся мод.

Если ЛГ»1, то ii~ 1 и зависимость Р/Р0 от z0//7 дается выражением в 
квадратных скобках в правой части (24). На фиг. I эта зависимость 
изображена при klLln=N=  1, 2, 10. Отметим, что мощность источника, 
помещенного вблизи жесткого дна, возрастает вдвое но сравнению со зна­
чением ее в безграничном пространстве. Если параметры задачи таковы, 
что N ^ \  (мелкий волновод или низкая частота), то следует учесть фактор 
т). Интересно отметить, что значение полной мощности вблизи дна «около- 
критического» волновода (когда кН /п=112) превышает величину мощности 
в безграничном пространстве в 4 раза.

В случае волновода Мсксриса c (z )= c ,=  const, собственные функции 
волновода имеют вид cp„(z)=sina„z, cpv(z)=sin  a(v)z, где а п=Ук2—Нпг,
ЛШ



р /рп

Фиг. 1. Зависимость мощности, излучаемой то­
чечным источником, от глубины его погружения. 
Однородный волновод с жестким дном, N -  число 
распространяющихся мод. Кривые 1-3  соответ­

ствуют значениям N=  1 , 2 , 10

a(v)=V/c2- v .  Тогда из (20) —(22) получаем

sin anz0
sin 2а J l  , sin2 а пН 

+  i
2aJI тНа 2  п

т  Г a 2sin2az0dv .
к  о a 22sin2a / /+ a 2̂ 2cos2a //

(25)

Па (риг. 2 приведена зависимость от глубины источника первого сла­
гаемого (25), соответствующего мощности дискретного спектра РДПСк- 
При выбранных параметрах волновода видно, что отличие от случая 
жесткого дна (фиг. I) состоит в том, что, во-первых, осцилляции проис­
ходят около среднего значения, равного n N j k H ~ y \ —?г^ч (N0 — число 
мод дискретного спектра), а во-вторых, вблизи дна значение Рл„Ск пре­
вышает среднее значение не вдвое, а несколько меньше.

Что касается мощности непрерывного спектра Р„ешь даваемой вторым 
членом (25), то, напротив, вид функции /\ienp(zo) существенно зависит от 
параметров задачи. Рассмотрим ряд примеров.

Пусть п2<1/А7/. Этот случай ближе к жесткому дну. Если частота зву­
ка не близка к критической, то интеграл (25) равен ~  (2лг3/3/гг) (sin2 А:г0/ 
/cos2A7/)<1. Если же частота близка к частоте зарождения N-ii моды, 
когда kI I=n(N—72)ч, то значение интеграла резко возрастает и стано­
вится равным &2пт sin2 Az0, т. е. в 2пг/п2 раз больше, однако зависимость 
его от глубины zn по-прежнему дается множителем sin2 Az0 для любых 
0<z0< // .  Если кН>  1, 1>/г2>1/АЯ, то в этом случае интеграл в (25) мож­
но оценить, усредняя подынтегральное выражение по периоду быстрых 
осцилляции для разных значений zn (вблизи поверхности, в середине и 
вблизи дна волновода). В результате получаем:

1 —

недр
Ро

sin 2Azn f . sin 2Avzft\  rr

1 — Y> |ze - t f / 2 | < t f ,
2 kz

1 -
(* iff ‘l/~7*2 _ I _

у -\-y \  cos \2yk (II — z0) .г-l — j  =  : dx,
J m у г2 — 1 +  x

(2G>

II  -  z„ <  H.

Эта зависимость показана на фиг. 3.
Выражение (26) можно получить также исходя из наглядных физи­

ческих соображений. Пусть А7/>1, кН^>  1, так что число мод дискретного 
спектра велико. Тогда если источник находится далеко от обеих границ 
волновода, то мощность непрерывного спектра определяется лучами, вы­
ходящими вверх и вниз под углами I0l<0o=arccosv — угла полного внут-
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Фиг. 2 Фиг. 3
Фиг. 2. Мощность дискретного спектра как функция глубины погружения точечного

источника. Модель Пекериса, /г2=0,97, т—2, кН—100
Фиг. 3. Полная мощность (1) и мощность непрерывного спектра (2) как функции 
глубины погружения точечного источника. Параметры задачи те же, что и на фиг. 2

1

рсннего отражения, так что PHCnJPo= (4я)“ ‘-2 • 2л \ d  cos 0=1—у. Если же
т

источник находится вблизи границы с коэффициентом отражения V  (0), 
зависящим, вообще говоря, от угла падения 0, то энергия перераспреде­
ляется в соответствии с диаграммой направленности, обусловленной нали­
чием мнимого источника. Тогда

1

Pno.nV/Po= (4л)“ '2я J  |l+F(0)exp{£2/rfcos0} | 2c/cos 0,
т •• •'

где / — расстояние до поверхности. Нетрудно убедиться, что это выраже­
ние совпадает с (2(5) вблизи поверхности z=0  при подстановке Z=z0, 
F ( 0 ) =  —1 и соответственно вблизи дна, если положить l=H—z0j а в ка­
честве V (0) взять френелевский коэффициент отражения.
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