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НИЗКОЧАСТОТНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ДЛЯ НУЛЕВЫХ МОД 
НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН В АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИНАХ

М а р к у с  С. А.

Предложен метод получения приближенных дисперсионных соотно
шений, не использующий точных дисперсионных уравнений и благо
даря атому достаточно простой и применимый при произвольной уп
ругой анизотропии. Рассмотрены результаты, получаемые для орто- 
тропной пластины. Приведен пример расчета по соответствующим 
формулам — кривые обратных фазовых скоростей для пластины из 
ортотроппого (ромбического) кристалла фторида магния-бария.

Для акустического контроля пластин и листов широко применяются 
нормальные волны. При малых толщинах пластин используются практи
чески только нулевые моды. Для этих мод при малых частотах вместо 
точных дисперсионных соотношений можно использовать дающие хоро
шее приближение упрощенные аналитические выражения, хорошо из
вестные для изотропных пластин [1] и сравнительно недавно полученные 
для трансверсально-изотронных [2]; последние также справедливы для 
ортотроппых пластин при распространении волн вдоль осей симметрии. 
Однако обычная методика получения таких приближений [2] из диспер
сионных уравнений заменой тригонометрических (гиперболических) функ
ций на один—два первых члена соответствующего степенного ряда зна
чительно усложняется уже для трансверсально-изотропного материала. 
Трудности резко возрастают для ортотропного материала, когда прихо
дится учитывать три компоненты смещений [3], и особенно для мате
риалов с еще более низкой упругой симметрией, когда чрезвычайно гро
моздкими становятся сами дисперсионные уравнения.

В данной работе предлагается более простой метод, применимый для 
случая произвольной анизотропии. Используется разложение собствен
ных чисел и собственных векторов (точных решений задачи о нормальных 
волнах) по степеням малого параметра (безразмерного волнового числа), 
основаиное на теории возмущений линейных операторов [4].

Уравнения движения однородной упругой среды имеют вид ц=
=рй<, где Eijkl — упругие константы, и, — смещения, uktil=d2ujdxjdxl\ на
пряжения определяются из соотношений Еш ик i(uhtl=dujdxi).  Далее для 
удобства используется векторно-матричная форма уравнений движения:

где матрицы А>,=  ((ElJhf) AJl и A li взаимно сопряжены.
Аналогично определяется вектор напряжений на у-й координатной 

площадке nj= A ilu< t
Рассматривается пластина со свободными границами, параллельными 

плоскости Ох{х2, безразмерной толщины 2 (для пластины толщины 2d 
частота и волновые числа в последующих формулах должны рассматри
ваться как умноженные на d, а координаты — как деленные на d). Иссле
дуется решение в виде волны, распространяющейся в плоскости пла
стины:

Ajlu )i=ри (и, ji=d2u/dxjdxi) (1)

(2)
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где ^ и=[А 12Л 11+ й 1/с2(Л12+Л 2,)+А:22Л22)-и + 1 [*1(Л ,3+ Л 3‘)+/с2,(Л23+Л Я2)}-
• и '- Л 33и ", [х=ро)2=рс2/с2, с —фазовая скорость.

Граничные условия определяются отсутствием напряжений на гра
ницах: при х=1, х = —1

- Д М 31+ М 32]и + Л 33и '= 0 .  (3>

Будем искать и и \х как аналитические функции от к при фиксированном 
направлении волнового вектора к:

со со

^  =  i C  * т Н ч т »  11 ( Ж )  =  * m U ( m ,  ( х )  ■
т = 0  ? п = 0

Для нулевых мод Ц(о)=Ц(,)=0 (так как при к= 0 конечна скорость с). 
Пусть Ц(я — первый ненулевой коэффициент, т. е. ^ \ х и)к \  Тогда для фа
зовой скорости получаем приближенное выражение

i/iш .т у  шшги с /X
р 4 р

Для пластины произвольной толщины 2d в этих формулах к и со заме
няются на kd и cod (при этом фактически ц = рw2d2).

Обозначим ni= kjk  (т. е. п — единичный вектор направления к).. 
Представим также аналитически (в виде квадратного трехчлена) опера
тор А:

d2
Л = Л (0)-Ь4(1)/с+Л(2)/с2; Л(0) =  А 33

A (i)= i [ n M ia+A3i) + ?г2(А23+А32)]

dx2 ’ 

dx ’
А (2)= п М п+п,п2(А 12+А21)+п22А 22.

Из (2), умножая ряды, приходим к бесконечной системе уравнений:
т

■̂(<Ми(т-2Г^Л/пН/^^+Л (4)(0) ы(т—2) 1 Л {1)и(п1-1) 1 ^  (2) u(т j
ft—0

(для сохранения при т= 0 и т = 1 общего вида положим и(_2)=  uc-«>= 0 ). 
Такое разложение корректно ,{4].

Аналогично из (3) получаем при х==ЬI

Л33и<т)'=г (щА^+ПгА32) и<т-,). (5)
Пусть Р(0)“ Ц(1)= - • .= [i(wj-i)= 0 и известны и(0), . . . ,  n(,ll- i). Тогда из (4)' 
имеем

A u(m) =i4(i)u(m_1)-r/l(2)U(w_2) j-i(m)H(0). (6)<
Интегрируя, получаем

А 33IV) | -ix= i[n{ (А31+ А 13) +  п2(А32+А23) ]u(m. 1} | +
X (7).

Н J {А(2)н^ш_2) fA(?n)Ûo)) dx.
-i

С учетом (5) получаем следующее соотношение:
1 1

i { t i± A  + п 2А  ) u<w— 1) | — 11 _!“̂ 4.(2)J* 2)dx  Ц(т)  ̂U(0)d :̂===0, (8)
-1

из которого можем определить ц(т), а затем из (7) — и{т) и так далееу 
пока не получим (я(ЭТ1) ̂ 0 .

При т = 0 получаем Л33и«»'=0, u«,)=v=const (матрица Л33 — невырож
денная). При т= 1 из (8) следует, что ц(1)=0; из (7) находим и(0=  
=ix  (Л33)_1 (гсИ 3Ч-га2Л32)v+c,. При т = 2 (8) дает систему линейных урав-
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(9)
нений для:

[Л{2- ( п Л ' 3+п.Л23)(А™)-'(п>Л31+п2Л32) - fi<2)]v=0.
Отсюда получаем характеристическое уравнение для р,(2>:

dot. [ 4 (2)- ( / г 1Л 13+Аг2Л23)(Л 33) - , (/г1Л31+Л2-432) - ^ (2)]= 0  (10)
или, выделяя пи п2,

ае1[/г12(Л м- Л 13(Л33) - ,Л3,)+гг,;г2(Л12+Л 2,- Л 13(/133)-М 32-
—Л23(Л33)- 'Л 31)+7г22(Л22—Л23(Л33)_,/132)—|i(2) ]= 0. (И )

Определив р (2), из (9) можно найти v, т. е. приближенные значения 
для смещений.

Для изотропной пластины три значения р (2) и с~  (и(2)/р),/2 соответст
вуют модам s0, а0, sso (для а0 щ2)=0).

Рассмотрим подробнее результаты для ортотропноп среды (одна из 
осей симметрии перпендикулярна плоскости пластины, две другие па
раллельны осям координат Ох{ и Ох2) . В этом случае

( сп 0 ° \ (  0  с12 / ° 0 С1з \
А 11 - =  о с6в

0

11
с*Г* свв о 0  .. Л 13- = 0 0 0  ,

\ 0 0 < W

Оо

о / 0 0 /
0 ° \ (0  0  0 \ ( сьь 0

° \|22__
°

С22
0  Г

Л 23 — 0  0  с2а Ь л 33—
и

си
0  г

\ 0 0

О
*т

«о

о

/ V  0 0 с зз/

Характеристическое уравнение (И ) упрощается:

сц — 1 3 »i* +  севп22 -  М(2) с12 +  с
3 3

С 1 3 С 2 3

3 3 J плп2 0

12 6(> С \ 3 С 2 3  \  

С 3 3  '

0

>ЧП2 СйЪП1 +  <Ъ —

О

2 3

3 3

П2 М(2) 0 

Р(2)

=  0.

Корень Р(2)=0 соответствует моде а0; этот случай будет рассмотрен ниже. 
Два других корня определяются из квадратного уравнения:

«I2 +  СССП22 — Р<2)

С60 ~ 1̂3С23
' 3 3

«1^2
-  о, (12)

а соответствующие собственные вектора должны иметь вид U(o)—v= (vu 
v2, 0), что соответствует симметричным волнам. При я2= 0  (распростра
нение волн вдоль О.т,) или для трансверсально-изотропной среды одип 
кореш» |х<2)=сбв, т. е. c~(<W p)'\ и собственный вектор u(o)=y2(0, 1,0) 
соответствуют S//-волнам (мода ss0); второй корень щ2)=Сц—Ci32/c33 и 
собственный вектор u(0)=^i (1,0,0) соответствует моде s0 волн Лэмба,

- /  СцСаз—Сщ2 \ /га приближение для скорости с »  \ -------------I совпадает с известным [2]
4 рСзз '

для траисверсальио-изотропиых пластин.
При |Я(2)= 0  приближение для скорости дают члены более высокого 

порядка. В этом случае u(0)=i>-(0, 0, 1) (антисимметричные волны);

1093



Цри rn=3 из (8) получаем [А(2)—(п1Лг,'+пгА23) (Л33)”, (/г1Л3,+^г2Л‘'2) J C ^

° \
О | =  №)U(o).
1 /

Сравнивая с (9) и учитывая симметричность матрицы в левой части, ви
дим, что ц(3)=0, C,=Ciii(o,. Но благодаря тому, что собственный вектор 
u(ft) определяется с точностью до скалярного множителя /(/с), и(1) при 
заданном и«» определяется с точностью до coi(0). Так, если заменить и (к) 
на ( I— Cik)u(k),  то и(0) не изменится, а и{1) заменяется на u(1)—С,,и(0), и Ci 
исчезает. Таким образом, можно отбросить Ci и (аналогично) С2.

Для и(3> получаем из (7)

и при т —4

Для нулевой антисимметричной моды приближение для скорости имеет 
вид c » ( |i (4> /p )V \ В случае п2= 0 (распространение волн вдоль оси сим
метрии) или для трансверсально-изотропной пластины

И<4 ) =  Т \ С„ — /• (14)о х с33 7
Надо отметить, что в [2] соответствующая формула отличается от 

(14). Это связано с допущенной в работе [2] ошибкой, так как правиль
ное использование методики [2] дает результат

 ̂си 3̂3 <?13
Зрс33

2 \ •/.
- )  Ы ) \ Iфf

согласующийся с полученной в данной работе формулой (14).
Заметим, что для антисимметричной моды поляризация в вертикаль

ной плоскости, параллельной к, сохраняется до 3-го порядка малости по /с, 
в то время как для симметричных мод поляризация нарушается уже для 
11(0) (смешиваются волны Лэмба и SH-волны).

Из (12) п (13) также могут быть определены векторы групповых ско-
V j  UL

ростей — соответственно как grad(р^/с) и grad А2) (формулы не при
ведет»! ввиду их громоздкости).

В качестве примера представлены результаты расчетов по формулам
(12) и (13) для материала фторид магния-бария [5, с. 515] с упругими 
константами (10й дин/см2): с,,=10,40, с22=12,97, с3з=8,10, с12=6,37, сп= 
=2,87, с2з=3,58, Свв=5,51. На фигуре изображены кривые обратных ско
ростей. (Ввиду симметричности относительно осей 1 и 2 приведен только
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Кривые обратных скоростей для 
пластины фторида магния-бария: 
ci/c для симметричных мод — 2, 3 
и (о)dci)'!l/c для антисимметрич
ных -7 ; с/ =  (сзз/р),/а. Углы от оси 1: 
а -15°, б -3 0 , в-45,  г -60,  0-75°

1-й квадрант). При углах 0 и 90°, т. с.
симметрии, кривые 2 и 3 соответствуют модам -90 и ss0. Направление нор
мали к этим кривым в заданной точке дает направление групповой скоро
сти при соответствующем этой точке направлении волнового вектора. Как 
видно из фигуры, для данного материала и выбранной ориентации пла
стины анизотропия влияет сильнее всего на моду, соответствующую ssQ 
при распространении по главным осям (кривая <?). В общем1 случае ани
зотропия может существенно влиять на все моды.

Автор благодарит М. Д. Каплана за обсуждение работы.
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