
А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л
-

Т о м  XXXIV 1 9 8 8 Вып. 1

УДК 534.21 4 1 ,
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ВЫТЯНУТЫМИ УПРУГИМИ ОБОЛОЧКАМИ ВРАЩЕНИЯ

Приходъко В. IO.

Получен главный член асимптотики характеристики направленно­
сти излучения вытянутых упругих оболочек вращения, помещенных 
в акустическую среду. Приведены результаты расчетов для сферо­
идальной оболочки, возбуждаемой точечными и распределенными по­
верхностными силами.

Волновое взаимодействие упругих тонкостенных конструкций с окру­
жающей сжимаемой средой является актуальной и все еще далеко ие 
полностью изученной проблемой. Для ее решения применяются разнооб­
разные физические и математические методы, развитые в механике, аку­
стике, теории дифференциальных уравнений, вычислительной математи­
ке [1—12]. Разнообразие применяемых методов решения задач взаимо­
действия объясняется, в частности, и тем, что отсутствуют строгие анали­
тические решения (за исключением случая упругой сферы). Отсутствие 
строгих решений, являющихся эталонами для сравпения приближенных 
решений, значительно усложняет возможность определения границ при­
менимости и корректности приближенных методов.

В настоящее время широкое распространение (если судить по коли­
честву публикаций за последние двадцать лет) получил метод Г-матриц 
Ватермана [10]. Несмотря на большое число публикаций остается откры­
тым вопрос о применимости метода Ватермана для случая вытянутых тел, 
не удовлетворяющих гипотезе Рэлея [13]. Основные трудности численной 
реализации этого метода связаны с расчетом большого числа быстроос- 
циллирующих интегралов, являющихся элементами Г-матриц, и с обра­
щением матриц большой размерности. G аналогичными трудностями в 
•случае вытянутых тел сталкиваются и такие распространенные методы, 
как метод интегральных уравнений [13] и метод собственных форм.

Таким образом, упомянутые выше методы, получившие наибольшее 
развитие и признание, оказываются малоэффективными в случае геомет­
рии тела, характеризующегося малым параметром (типа отношения малой 
и большой осей вытянутого эллипсоида вращения). Естественным выхо­
дом из создавшегося положения явилось применение метода асимптотиче­
ских разложений по малому параметру. Основополагающими в этом на­
правлении стали работы [1, 2], в которых получены формулы в квадра­
турах для характеристик направленности вытянутых идеальных тел в 
различных диапазонах частот. Учет упругости тел приводит к более слож­
ным результатам. Так, например, в квадратуру для характеристики на­
правленности упругого стержня переменного сечения входит решение 
специального дифференциального уравнения [5]. В настоящей работе ме­
тод асимптотических разложений применяется для исследования колеба­
ний вытянутых тонкостенных оболочек вращения. Основная цель рабо­
ты — построение характеристики направленности излучаемого поля.

Рассмотрим замкнутую упругую тонкостенную оболочку вращения, по­
мещенную в однородную изотропную сжимаемую среду. В цилиндриче­
ской системе координат (z, ф, г) срединная поверхность S  оболочки зада­
на уравнением rs=dF(z/l) , |z|^Z, f ( ± l ) = 0 ,  F{z)>0.

Ниже будет рассматриваться случай вытянутой оболочки, характери­
зующейся малым параметром e=d/Z< 1. В качестве уравнений движения 
оболочки, удовлетворяющей моментной теории типа Лява, возьмем систе-
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му уравнений в частных производных
з

^  ( 4 - iVfj+L.j) и,=А,2<г*+-£’гЬр<; £=1,2,3. (1>
Т-1 6

Здесь используются обозначения, принятые в [7]: N и L  — матричные- 
(размерности 3X3) дифференциальные операторы на замкнутой поверх- 
пости вращения 5. В ортогональной криволинейной системе координат,, 
заданной на поверхности S, Ui и и2 обозначают тангенциальные компонен­
ты смещений оболочки, и3=ю — ее прогиб.

Явный вид операторов N и L  дан в монографии [7], стр. 77 и в виду 
их громоздкости здесь не приводится. Зависимость от времени в виде
ехр(—m t)  везде опускается. Векторы F и р описывают функции распре­
деления поверхностной нагрузки и давление окружающей среды.

Звуковое давление в окружающей среде, создаваемое колеблющейся 
оболочкой, удовлетворяет уравнению Гельмгольца:

(А+/с2)р=0, г е=йв, (2)
где Д — оператор Лапласа, к = с о / с cf — скорость звука в окружающей 
среде, П8 — внешняя к поверхности S  область пространства. Краевыми 
условиями для уравнения (2) являются уравнения движения (1), где 
нужно в правой части положить

p i= p 2= 0 , p3=pj Y<=s, (За)

и условие непрерывности нормальных колебаний скоростей срединной по­
верхности оболочки и сжимаемой среды

dW  _  1 дР 
dt m p t дп

где р/ — плотность окружающей среды, д/дгъ — производная по внешней 
нормали. Будем искать решение краевой задачи (2), (3), удовлетворяю­
щее условию излучения Зоммерфельда:

eihR /  1 \
?('-) =  - ^ - / ( в ,ф )  +  0 ( — ) ,  R-+°°. (4>

reS , (Зб>

Здесь (Я, 0, ср) — система сферических координат, /  — искомая характери­
стика направленности.

Внешняя неоднородная краевая задача для оператора Гельмгольца 
(2) —(4) в отличие от классических задач Дирихле и Неймана имеет крае­
вое условлена внутренней границе S  в виде матричного дифференциаль­
ного оператора (1), (36), заданного на замкнутой поверхности S. Таким 
образом, получается последовательность «вложенных» краевых задач, при­
чем решение первой краевой задачи (1), (3) является краевым условием 
для следующей задачи (2), (4). Поставленная выше краевая задача отно­
сится к классу задач математической физики, называемых в последнее 
время гранично-контактными.

Будем искать решение уравнения (2) в виде суммы потенциалов про­
стого и двойного слоя, сосредоточенных на отрезке [—Z, I] :

i
G(R{)v2(t/l)dt, (5)

С=^ехр(йЯ1)/Я 1, R 2—(t—z )2~\~r2. Неизвестные плотности потенциалов 
Vi определим из краевых условий. Для этого используем свойство вытяну­
тости оболочки, позволяющее упростить выражение для нормальной про-

оизводнои:

(— - е Г — )(1 + е 2Г 2)-'л 
х dr dz'
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и для значений потенциалов вблизи поверхности S :

J G(R{)v0(t/l)dl ^  niv0(z/l)Но(кг).
—I

Здесь Uo=H0il) — функции Ханкеля первого рода. В результате кинема­
тическое краевое условие (36) запишем в следующем виде:

i/сзт
рj(ozw =  — т - [ v 0//i (7 ) +  A:Vi cos <рH i  (4) +  k v 2 sin cpff, '  (7) ] ,

Я1 
где

4 =kdF(zll), F i= ( l+ szF'2) i/z.
Вектор смещений оболочки представим в виде ряда Фурье по угловой 

координате ср:

U =  2 j  (u(n)(z)sin rt(p +  U(,,) (z) COS Шр). (6)
n=«0

Для вытянутых оболочек с небольшим числом волн но параллели, когда 
волновые размеры таковы, что k d ^  1, kl>  1, ряд (6) аппроксимируется 
тремя первыми членами, соответствующими осесимметричной (гс=0) и 
«балочной» (п= 1) формам, аналогичным но своему физическому смыслу 
продольным и изгибным волнам в цилиндрической оболочке. Искомые 
плотности потенциалов v, можно выразить через прогиб первых трех 
форм: v0=-i(i)Z,Fl{z/l)w{0)(z )[n H i(^ )] - \  где Z/—р/С/— импеданс окру­
жающей среды. По найденным v, определяем звуковое давление на поверх­
ности оболочки:

p=aF, (z/l)Zj [ ~ ^ ~ j  wW +  ^ / cos +  sin срг25(1))]  . (?)

Формула (7) выражает звуковое давление, входящее в правую часть си­
стемы (1), через смещения оболочки. Это обстоятельство позволяет из 
(1) получить две замкнутые независимые системы обыкновенных уравне­
ний для искомых оболочечных форм. Для осесимметричной формы систе­
ма имеет вид

l^0u ^ = ^ {0)+ ¥ {0)+ ^ W [0)̂ ° \  (8)
где (/Jlfo—A,)u(0> — оператор, описывающий! осесимметричные колебания 
оболочки в вакууме (приведен в [7, стр. 136J), F (0) — осесимметричная 
компонента возбуждающей силы, 6(0>= (0 , 1)

(J0= cdZ ,# 0 ( т ) [ ^ ( т ) ] - ‘. (9)
Аналогичная система получается и для «балочных» форм. В этом слу­

чае индекс (0) заменяется на (1), приведен в [7, стр. 104], 6(,)=  
=  (0, 0 ,1),

(*<■>=0 г ^ т Н Я Л ч ) ] - 1. (10)
Таким образом, из формул (8) —(10) следует, что влияние сжимаемой 

•среды на колебания вытянутой оболочки вращения описывается комплекс­
ными инерционными коэффициентами р<0, являющимися функциями ча­
стоты, импеданса окружающей среды и профиля F(z). При этом искомая
характеристика направленности выражается через прогиб оболочки

1

/(0, ф) =  /о J  [ “1 , ^ +  cos ф+й;(|) sin ф) F!e- ikn cos e dt,
, " 1 4 / " 1  w

(11)тдс
Z,

/0=го)---- .
л
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Фиг. 1. а -  модуль характеристики направленности излучения сфероидальной обо­
лочки в воде: k l= 1, £<°>=(0, 1), б -  тангенциальные (7) и изгибпые смещения

оболочки

а

Фиг. 3. То же, что на фиг. 1 для Лт7=30, Я°>=(0, б(z)) 
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Для осесимметричных колебаний имеем w(i)= w(1)=  О и формула (11) 
аналогична случаю, рассмотренному в работе [2], когда на поверхности S 
задана нормальная колебательная скорость v{0)= —m w (0). Тогда если 
w {0)̂ 0 ,  то |/(0) | достигает максимума при 0=я/2 , а в других направле­
ниях стремится к нулю. Такая картина наблюдается для оболочки в диа­
пазоне частот, ограниченном сверху первой собственной частотой осесим­
метричных колебаний. На более высоких частотах, когда w{0) становится 
знакопеременной, /(0) может сместиться с оси 0=л/2. Это подтверждает­
ся также результатами численных расчетов на ЭВМ. На фиг. 1—3 с ин­
дексом (а) представлены рассчитанные на ЭВМ характеристики направ­
ленности излучения вытянутой сфероидальной оболочки с параметрами 
£=0,1, e,=2/&/d=0,01, материал — аллюминий. Смещения оболочки, кото­
рые были бы при отсутствии акустической среды, изображены на фигу­
рах с индексом (б). При решении системы уравнений движения оболоч­
ки (8) предполагалось, что полюсы оболочки z= ± l  в малой окрестности 
Az,= \z—2/1 =0,001 абсолютно жесткие. Расчеты показали, что при даль­
нейшем уменьшении размеров области жесткости, когда Az,-»-0, характе­
ристика направленности практически не изменяется, что указывает на 
.малый вклад полюсов оболочки.

В заключение отметим, что в данной статье не рассматривались вопро­
сы, связанные с исследованием влияния диссипативных свойств материа­
ла оболочки на формирование диаграмм направленности. По-видимому, 
это можно сделать методами, развитыми в [9J. Остаются также открыты­
ми вопросы резонансного рассеяния.

Из-за кривизны поверхности сфероидальной оболочки в осевом на­
правлении фазовые соотношения, носящие тензорный характер [14], при­
ходится вычислять путем решения очень сложной системы дифференци­
альных уравнений с переменными коэффициентами [14, 15]. Поэтому 
трактовка процесса формирования лепестков диаграммы направленности 
не так наглядна, как в случае стержней и цилиндрических оболочек, рас­
смотренных в [8, 9]. Обратим также внимание на симметрию диаграмм 
направленности относительно угла 0= я/2 . Нетрудно доказать, используя 
формулу (11), что имеет место соотношение |/(0) | =  |/ ( я —0) | при любых 
способах возбуждения оболочки. Это означает, что несимметричная отно­
сительно оси 0=д/2 нагрузка дает симметричный модуль диаграммы на­
правленности, при этом фаза отличается знаком). Допущенная в работе 
некоторая идеализация краевых условий, заключающаяся в предположе­
нии равенства нулю всех компонент смещений в малой окрестности по­
люсов, не носит принципиального характера. Для устранения этой идеа­
лизации предполагается детальное исследование соответствующей сингу­
лярной краевой задачи, возникающей также и в задачах дифракции [15].

Автор признателен С. А. Рыбаку за проявленное внимание к работе 
и полезные замечания.
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