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О ВОЛНОВОДНОМ РАСПРОСТРАНЕНИИ ЗВУКА В ПРИБРЕЖНОЙ
ЗОНЕ МЕЛКОГО МОРЯ

Р азум овский  I I .  А.

Теоретически решена задача о волноводном распространении зву­
ка в мелком море и о рассеянии звука пологими прибрежными отме­
лями. Учтено слоистое строение толщи воды. Проанализирован эф­
фект фокусировки звука вблизи каустической линии, идущей вдоль 
берега.

В качестве модели мелкого моря рассматривается акустический волно­
вод, ограниченный свободной поверхностью и жестким дном. В прибреж­
ной зоне море может иметь четко разграниченные по глубине слои воды, 
различающиеся плотностью и скоростью звука вследствие разной соле­
ности и температуры. Допускается, что глубина, а также плотность и 
скорость звука в пределах каждого слоя медленно изменяются от точки 
к  точке. Границы раздела слоев представляют собой слабо искривленные 
поверхности, на которых плотность и скорость звука меняются скачком. 
Волновод возбуждается удаленным источником, так что звуковое поле 
представляет собой наложение независимо распространяющихся нормаль­
ных волн. Считается, что на частоте источника в рассматриваемом волно­
воде возможно распространение не слишком большого числа нормальных 
волн. Это значит, что глубина не слишком велика но сравнению с длиной 
волны. Задача состоит в определении звукового поля нормальной волны 
слабо нерегулярного слоистого волновода. Ее трудность в том, что, набе­
гая на прибрежные отмели, волна отворачивает от берега, образуя каусти­
ческую линию. Примерная картина лучей нормальной волны [1] на гори­
зонтальной плоскости показана на фиг. 1. Для построения звукового поля 
в окрестности каустик и прочих особенностей поля лучей нормальной 
волны используется конструкция канонического оператора В. П. Маслова. 
Аналогичная, но более простая задача о критическом сечении волновода 
в двумерном пространстве решена в работе [2].

Поверхности раздела слоев задаются уравнениями x3=ah ;= 1 , 2 , . . .  
. . . ,  п— 1, в криволинейных координатах х \  хг, х \  (см. фиг. 2). Координаты 
предполагаются почти прямолинейными, т. е. компоненты метрического 
тензора в этих координатах выражаются гладкими функциями перемен­
ных Х*=гх\ 7=1, 2, 3; е —малый параметр. Плотность и скорость звука 
в пределах каждого слоя также представляются функциями ХК На поверх­
ностях раздела выполнены условия акустического контакта. На границе 
х 3=а0 требуется равенство нулю давления р=0, на границе х3=ап — ра­
венство нулю нормальной к поверхностям :r3=const компоненты скорости 
смещений и = 0. Рассматривается распространение нормальной волны, 
представимой в некоторой области Q0 (Х‘~1, Х2~1, ап< я 3< а 0) (см. фиг. 1) 
в виде

( и }=е-<“‘+ ‘ * x w , t W  (!)
\  р/

где t — время, со — частота, эйконал т не зависит от я 3, а столбец W  пред­

ставляется разложением W  =  ̂  eW , (X1, Х г} .г3) .
о

Цель работы состоит в том, чтобы построить акустическое поле, полу­
чающееся в результате распространения волны (1) в произвольной обла­
сти Х '~1, X2~ l ,  an̂ x 3<aQ. Для этого используется конструкция канони-
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Фиг. 2
Фиг. 1. Примерная картина лучен нормальной волны. X1, X2 — растяну­
тые «горизонтальные» координаты: 1 — лучи, 2 -  каустика, 3 -  берег,. 

4 -  область где задало исходное разложение (1)

Фиг. 2. Схема акустических слоев

ческого оператора В. П. Маслова [3, 4]. Компактной записи результатов, 
удобной при расчетах, удается добиться за счет матрично-операторною 
описания [5] полей вида (1).

Для исследования волн в слоях используется матричный оператор 
С(т, х3, а0), обобщающий матрицу передачи системы слоев [6]. Оператор 
С характеризуется тем свойством, что для любого поля колебаний вида 
(1), удовлетворяющего уравнениям акустики и условиям акустического 
контакта слоев, имеет место соотношение

W = C (т, х3, a . ) (W \* _ J .  (2),

В работе [5] получено разложение оператора
тп+п</

C T D r D S ,  От =С с* /  , е
t >0 m,n>О

д_ 
д х ' у

7=1,2.

Эйконал т добавлен к  аргументам С(т, х 3, а0), чтобы подчеркнуть зависи­
мость матричного оператора С от функции т(Х1, А'2), входящей в пред­
ставление (1). Полагая х 5=ап п используя грапичные условия при х3=ап

х3= а 0, можно записать равенство (2) в виде J/F |xj=an=! ( )=С (т, ап, а0)^ V

где ( ^ ) =  W  | Перв ая строка этого равенства дает уравнение

С, 1 ( т, an, a0)U = 0. Подстановка в него разложений С и V и приравнивание 
членов с одинаковыми степенями е дает последовательность уравнений. 
Первое из них — уравнение эйконала (С000(т, an, я0) )и = # (Х 1, А2, Ри 
Pi) |pY =z>Yx=0. Оно совпадает с дисперсионным уравнением / /= 0  регуляр­
ного волновода сравнения (Рт — компоненты волпового вектора) и удов­
летворяется за счет выбора эйконала т. Последующие уравнения удовлет­
воряются за счет выбора коэффициентов разложения амплитуды U по 
степеням 8. Разрешимость этих уравнений, а также уравнения эйконала 
гарантирована лишь в области Й0, где семейство лучен, связанных с эй­
коналом т, не имеет особенностей. Лучи представляют собой проекции па 
плоскость А1, А2 бихарактеристик, получаемых в четырехмерном фазовом
пространстве Rx\x*tpltp2 интегрированием системы уравнений Гамильтона:



Начальные условия при 5=0 для этой системы даются равенствами

J F -X 4 0 .6 ) , 7=1 ,2 .

Линия Хт= Х ‘(0, | )  на плоскости X1, X2, параметризованная переменной gr 
произвольна с точностью до требований: линия лежит в области £20, где 
задано представление акустического поля (1). Градиент Vx нигде не на­
правлен по касательной к этой линии. Задача Коши для системы урав­
нений (3) однозначно разрешима, причем бихарактеристики, отвечающие 
разным значениям не пересекаются. Дополнительно потребуем, чтобы 
любая бихарактеристика уходила па бесконечность при s-*-oo (условие не- 
ловушечности). Бихарактеристики выстилают гладкое двумерное много­
образие Л, на котором 5 и |  могут быть выбраны в качестве координат. 
При условии, что линия Хг(0, | )  не замкнута, многообразие Л представ­
ляет собой одпосвязное лагранжево многообразие, на котором интеграл 

а

P TdXTне зависит от пути интегрирования. При этом на А можно
Т-1

ввести гладкую функцию
(*,£> 2

S(s, £) = т (X 1 (0, | ) , X2(0, | ) ) +  J
(0,1) 1=1

Для точек многообразия А, проекции которых на плоскость X1, X2 попа^ 
дают в область Й0, имеет место соотношение x(X'(s, £), X2(s, ’E,))=S(s, |) ,  
где Хт(5, g) — координаты проекции.

Известно [3], что лагранжево многообразие может быть покрыто такой 
системой карт Qj с разбиением единицы {еД, ej^ C 09O(Qi), что каж-

з
дая из карт Qj диффеоморфпо проектируется по крайней мере на одну из 
лагранжевых координатных плоскостей X1, X2 или X1, Р2, или X2, Ри или 
Р 1, Р 2. На каждой карте выбираются локальные координаты, равные ко­
ординатам проекции точки А на соответствующую лаграшкеву плоскость 
Эти координаты будут обозначаться Ха, Р р, где мультиипдексы а и р  при­
нимают значения а= 1 , 2; р = 0  или а= 1 ; р=2, или а= 2 ; ji= l, или а = 0 ;  
Р=1, 2 сообразно тому, на которую из лагранжевых координатных плоско­
стей рассматриваемая карта диффеоморфпо проектируется. Заметим, что 
aU p=l, 2.

Поля давления р ( х \  х г, х3) и нормальной к поверхностяги .x3=const 
компоненты скорости смещений и (х \  х2, х3) ищутся в виде

В этой формуле Cj постоянные, выбор которых описан в § 4 гл. 5 книги 
[4] и в  [3]. При построении матричных операторов C(jj, х\  а0) в качестве 
эйконала берется

Ъ (Ха, Pt) = S  (s (Z“, Р в) I  (X», I\ ) ) -  X X X 4 * a, +  I X * " -
e JJ

где Xa, Рр — локальные координаты в карте Qh s(Xa, Pp) и |(X a, P p) — 
глобальные координаты точки многообразия А, имеющей локальные ко­
ординаты Ха, Рр. Координаты той же точки в пространстве R х* ,x*tpltp2 обо-

значены Xs (Ха, Р е) , Ра (Ха, Р„). Якобиан (Х“, Р в) =  °  (Х“’
D M )

не равен

нулю в карте а функция cpeC°°(A). Вследствие формулы (2) поле ко­
лебаний (4) удовлетворяет граничному условию при х 3=ап, условиям кон­
такта слоев и формально удовлетворяет уравнениям акустики в каждом 
слое. Граничное условие при х3=ап может быть удовлетворено за счет вы-
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(5)

-бора функции ф^С°° (Л). Это условие можно записать в виде

«о) [ / j Vle/p]dPp =  0.

Интегралы, входящие в это уравнение, имеют быстроосциллирующие 
подынтегральные выражения. Основные вклады дают окрестности стацио­
нарных точек, где Ха, Хр и Р* связаны уравнением отj/dPfl= X p—X p(Xa, 
Р&)= 0. Для решения уравнения (5) следует исключить неэкспонепциаль- 
иую зависимость подынтегральных выражений от переменных Х р, при­
ведя интегралы к  виду интегралов Фурье. Величины в) и ф выража­
ются в локальных координатах Ха, а коэффициенты матричного опе­
ратора С11 ( аП1 «о) могут быть представлены рядами Тейлора по степе­
ням X15—Хр(Ха, Р&). Интегрирование по частям в каждом слагаемом поз­
воляет избавиться от степепей Хр—Х**(Ха, Рр)=дТ}/дР$ и привести уравне­
ние (5) к виду

где Gi — дифференциальные операторы но переменным Ха, /V  Слагаемое 
•с нулевой степенью е в фигурных скобках равно 6г0=  (С,0со) и |л = / / | л = 0 .  
•Оно тождественно равно нулю, поскольку в начале траектории (6'000)и=0 
из уравнения эйконала, а Н\А не зависит от s согласно уравнениям Га­
мильтона. Коэффициент при старшей, первой степени е в фигурных 

-скобках уравнения (6) равен

Ci= ( С П  и I д+ (Ci‘°) и I лД.+ (с,°‘) и U W  ( д | А ) +

Y ( d ( C 0°0)ii I \ d i V  д Х Н . . . ) / 3 2(Со00) п |  \
' ^  дх*~ I л /  dPt< 2 d&dxr> lA ' ■

/Вычисления показывают, что

L dXa д
---- -ГГ- +

_d_
ds ds з х а L dPa d

ки, а функция

F  =  (C.00) 1.U + ^ - X l

ds dPf,

дгН

— производная вдоль бихарактеристи-

2 ~ д Р Т<Ш
+

дгН
2 —  дРа,дРа1«I ia2

дРаЛ■ •.)
а х а*

Можно показать, что F eC 00 (Л) и не зависит от карты Q}. При этом в 
тлавном члене уравнение (6) приводится к виду

*4 (*■-4)"’]-°' ( 7 )

где КА — канонический оператор [3, 4]. Решение уравнения (7) дается 
выражением 9

ф(5> 1)= ф(0, | ) exp(t j F(s',t,)ds'^ . (8)
0

Начальное значение ф(0, | )  паходится из сравнения разложения (1), 
•справедливого в карте Q0, с общим представлением (4). В карте Q0, проек­
тирующейся па плоскость X1, X2, представление (4) дает и (х1, х2, а0) =  
■=е,6/е/<Г7:ф, откуда

ср(0, l)=JoftU.
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Правая часть этого равенства также вычисляется в точке (0, £) кривой. 
$=0.

' Формулы (4), (8), (9) дают глобальное описание звукового поля нор­
мальной волны слабо нерегулярного слоистого волновода. Эти формулы в 
принципе позволяют вычислять звуковое поле, отвечающее конкретной 
гидрологической ситуации. Кроме того, формула (4) позволяет качественно 
проанализировать эффект фокусировки звука вблизи каустической линии, 
идущей вдоль берега (см. фиг. 1). Пусть координата X 1 идет вдоль каусти­
ки, а X 2 перпендикулярна ей. Локальными координатами в окрестности 
каустики будут X 1, Р2. Бихарактеристики — решения уравнений (3) каче­
ственно описываются соотношениями P i(X \  P2) — M X 1)"!" . . . ,  Х ~(Х \Р 2) ^  
—̂ (Х 1) (/>2)2+ . • •, где /i, Д — не равные нулю функции; многоточиями, 
заменены члены, малые вблизи каустики. Функция S ( X \  Р2), получаемая, 
интегрированием по бихарактеристикам, имеет вид

s (.х S f t )  =  J f t  dX'+Pz d x z «  I n  dXl + X  U (f t)  3+ . . .  

Представление (4) поля колебаний сводится при этом к интегралу

j ( l + . . .) ехр{ -i- [ 1 /. dX'+PtX2 -  у  /* (f t)  3+ . ..]  }йР2,

выражающемуся через функцию Эйри от аргумента Х 2г~г,а=х2гч\  Это зна­
чит, что вблизи каустики происходит концентрация звукового поля в по­
лосе шириной Хг~'!\  где X — длина нормальной волны (порядка глубины 
моря вблизи каустики), а е — малый параметр, характеризующий нерегу­
лярность волновода л поля колебаний. Для оценок можно принять е рав­
ным тангенсу угла наклона дна. При удалении от каустики в сторону бе­
рега амплитуда звукового поля быстро убывает. При удалении в сторону 
моря амплитуда имеет чередующиеся максимумы, отстоящие друг от друга 
на расстояния порядка Яе“ '/з.
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