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ДИФРАКЦИЯ ЗВУКОВЫХ ВОЛН НА ТРЕХОСНОМ ЭЛЛИПСОИДЕ

Федорюк М . В .

Получены точные решения задач дифракции плоской волны и ноля 
точечного источника на трехосном эллипсоиде с идеальными гранич­
ными условиями и виде рядов по волновым функциям Ламе.

В трехмерном пространстве имеется ровно 11 ортогональных криво­
линейных систем координат, в которых уравнение Гельмгольца

(Д+&2)ц=0
допускает разделение переменных [1]. Эллипсоидальные координаты zi, 
z2, z3 определяются из уравнения

z—a | z—a2 z—a3
где Ж|, x2, #з ~  декартовы координаты точки г, числа а, фиксированы, a t<  
<а2<а3. Если точка г не лежит на одной из исключительных поверхностей 
(они называются также фокальными), то уравнение (2) имеет ровно три 
вещественных корня, причем al< z i<a2.<zz<a3< z3. Поверхности Zi=z,° — 
двуполостные гиперболоиды, z2=z2? одноиолостпые гиперболоиды, z3= 
=z3° — трехосные эллипсоиды. Эти поверхности образуют конфокальное 
семейство. Эллипсоидальная система координат является «высшей» в том 
смысле, что остальные 10 получаются из нее с помощью различных пре­
дельных переходов но параметрам [1, 2J. Далее [ l j

2 = | (z,--a.) (z—а2) (z—Дз) 1 2 =  (zj-zj+1) (z—Zj-,)
I Г Ы  I ’ '  4 / (Zi)

/(z) =  ( z - a () ( z -a 2) (z—a3),
где A, — коэффициенты Ламе. Оператор Лапласа имеет вид

Д=4[ (z1- z 2)(z2- z 3)(z3- z 1) ] - , [(z3- z 2)£ 1+ (z 1- z 3)L2+ (z2-z,).Z/3], (4)

^ = v / ( z , ) — y/(Zi)— .0Zj dZj
Уравнение (1) имеет решения вида

u(r)= w l(zl)w2(z2)w3(z3). (5)
Функции Wj удовлетворяют волновому уравнению Ламе

г ------ d ------d 1 1
Ы ) * у / ы *  +  Ы “’" 0'

q = h - lz+ k lz \  (6)
но каждая — в своей области определения: м>, — при (ii<z<a2, w2 — n\m 
a2<z<a3, w3 — при z>a3. Здесь h, l — константы разделения. Кроме того, 
■функции Wi, w2 удовлетворяют некоторым одио|)одным граничным усло­
виям в точках а,, а2) а3, которые будут сформулированы ниже. Функции 
.Wi, w2 называются угловыми волновыми функциями Ламе, функция w3 — 
радиальной волновой функцией Ламе.

Волновые функции Ламе мало изучены, для них нет даже общеприня­
тых обозначений [3J. Однако в последнее время интерес к функциям Ламе



заметно возрос. Появился ряд работ, в которых исследуются общие свойст­
ва функций Ламе, их асимптотики, строятся численные алгоритмы и вы­
числяются некоторые функции Ламе [4—6]. Отметим также раинюго ра­
боту [7], в которой в простейших случаях была вычислена асимптотика 
функции Ламе и в связи с задачей о собственных колебаниях трехосного 
эллипсоида.

Поскольку известная информация о волновых функциях Ламе носит 
достаточно разрозненный характер, а сами эти функции сравнительно 
мало известны, но сравнению с другими специальными функциями, при­
ведем определение и основные свойства функций Ламе. Из аналитической 
теории дифференциальных уравнений [8, 9] следует, что (6) имеет на 
римановой сфере четыре особые точки: а[ч а2., а3 — регулярные, z=°° — ир­
регулярная. В окрестности точки а} (6) имеет фундаментальную систему
решений вида {w^z ,  щ), Wi(z, a,)=Vz—адр}, где функции wQy i|)атталитичпы 
и отличны от нуля в точке z=a-}. Условимся считать, что решение (6) 
удовлетворяет в точке условию типа 0 (соответственно типа 1), если 
оно пропорционально решению wn (соответственно ич). Формально име­
ется 16 вариантов граничных условий для функций Ламе, но в действи­
тельности возможна только половина из них, по следующей причине. 
Пусть и есть решение (1) в окрестности начала координат. Имеется ши­
роко распространенная форма записи [10, 11]:

которая означает, что а есть сумма решений вида v0, x2v2, x3v3 и т. д.,
где Vj — аналитические функции от х ,2, х2\  хА Поэтому из (3), (5), (7) 
следует, что функция Ламе wu w2 удовлетворяют одному и тому же гра­
ничному условию в точке а2, так что имеется восемь типов граничных ус­
ловий (i,, i2, i3). Числа ц равны 0 или 1, функция Wj удовлетворяет усло­
вию типа ih в точке ак. Фиксируем граничные условия. Пара чисел (h, I) 
называется точкой спектра волнового уравнения Ламе, если существует 
пара функций 0, ю2Ф0, которые удовлетворяют уравнению (6) и гра­
ничным условиям. Множество1 всех таких пар (/г, I) называется спектром 
уравнения (6); обозначим его 2. Ясно, что имеется восемь типов волновых 
функций Ламе и что 2 состоит из восьми комиопент. Подчеркнем, что 
функция Ламе — решения двухнараметрической задачи на собственные 
значения. Такие специальные функции, как функции Бесселя, Лежандра, 
Матье, Вебера, гипергеометрическая и др.— частные случаи функции Ла­
ме, так как уравнения для них могут бытьнолучены из уравнения (6) с по­
мощью различных предельных переходов по параметрам.

Спектр 2 веществен и для каждой компоненты простой. Точка (Д, 1)&2, 
если выполнено одно из условий: g(z)<0 при a ,< z < a 2. q( z ) X)  при а2<  
^ z ^ a 3. Если тип функции Ламе фиксирован, то для каждой пары нату­
ральных чисел n h п2 существует единственная точка (Л, Z)^2 такая, что 
функция Ламе а;, имеет п,\ нулей it интервале a ,< z < a 2., а функция Ламе 
ю2 имеет ровно п2 нулей в интервале a2<z<a3. Если и есть решение (1), 
имеющее вид (5), то функция xT(z,, z2)= w i(zl)w2(z2) называется поверх­
ностной функцией Ламе. Из (4), (6) следует, что Т* удовлетворяет си­
стеме уравнений

Пусть П — прямоугольник a ,< z ,< a 2, a2<z2<a3 и ЧЧ, Чх2 — поверхностные 
функции Ламе, отвечающие различным точкам спектра. Тогда они орто­
гональны с весом:

(?)

У- /(z ,) / ( z 2)
(8)

П
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Радиальная волновая функция Ламе либо удовлетворяет условию типа: 
is в точке as (такие функции используются для внутренних задач), либо* 
условию на бесконечности (такие функции используются для внешних 
задач). При любом фиксированном кФ0 таком, что I m /с^О, уравнение
(6) имеет решение:

Ws(z)=z~l/Z exp {ikjz} [ l+ 0 (z -l/2)], z - > + (9)
Если и — решение уравнения (1), вида (5), a w3 имеет вид (9), то и 
удовлетворяет условию излучения Зоммерфельда, если /с>0, и условию* 
погашаемости, если Im /с>0.

Пусть S — эллипсоид Zs=Zs(l>asy Г) — его внутренность, a D — внешность, 
к > 0. Рассмотрим задачу дифракции на теле D с идеальной границей поля 
точечного монопольного источника, расположенного в точке г ^ I). Пол­
ное иоле ц(г) удовлетворяет уравнению

(А+к2)и = 8 { г - г )  (10>
в области D и одному из граничных условий на S :

a) i i ( r ) |s=0; б) ди(г)/дп\в=0, (И )
где д/дп — производная по направлению внешней нормали к 5, и условию
излучения. Возьмем все поверхностные функции Ламе {Т*}, гс=1, 2 , . . . , .  
занумерованные в произвольном порядке и нормированные условием

Jfp4Vdz,<fa,=l; (12>П
Тогда {Т*„} — ортоиормировалный базис в пространстве Ьр2(П) функций, 

с конечным интегралом J f  р| 4х | 2 dz{ dz2l вес p(z,, z2) указан в формуле*

1
п

(8). Разложим функцию Грина свободного пространства С» (г, г') — — Ык.
г—гм- 1 exp {ifc|r—r'|}  в ряд по волновым функциям Ламе: 

Go (г, г ') =  X i  ЧГ" (г<- z=) Ч'-» (г / ,  zt')gu (z3, z , ' ) . (13)
п

Применим тот же метод, который используется при разложении G0 в 
ряд по сфероидальным функциям [12]. Имеем

б (г - г  ) =  (h j i2hs) ~1 б (z,—zi') 6(z2- z v  ) б (zs-zs ) (14)
(это разложение справедливо в любой ортогональной криволинейной си­
стеме координат) и

p (z„Z 2) Р , У  „ (Zi, z2) "Уп ( z . Z t )  -  б (zt- z , ' )  б (z2- Z 2')  , (15)
п

так как {Чги} — оргонормированный базис в £ Р2(П). Подставляя ряд (13) 
в уравнение (10) и учитывая тождества (4), (6), (14), (15), получаем

4(z2—z,) [ (zl—z2) (z2—z3) (z3—z,) ]" ' ^  4rn(zi,z2) xlrn(zl\ z z ) X
n

X [l3 +  - Г  q (z3) ]g„ =  {hth.Jh) 6 (z,—z2') S (z2—z2') 6 (z3- z / ) ; 

оператор L3 указан в формуле (4). Выберем функции g„ так, чтобы

( Ч Ы  
■ 4У7Ы
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Таким образом, gn есть функция Грина обыкновенного дифференциаль­
ного уравнения второго порядка. Укажем граничные условия в точках 
z=a3 и z=<*>. Пусть *РП — поверхностная функция Ламе, отвечающая гра­
ничным условиям типа (ii, i2, *з). Тогда gn удовлетворяет условию тина U
в точке z=a3 и условию излучения на бесконечности. Пусть w&l (z3), 

(z3)— радиальные функции Ламе такие, что и4п удовлетворяет уело-/л\
вию типа i3 в точке а3, a win имеет вид (9). Верхний индекс у этих функ­
ций выбран так же, как и для сфероидальных функций (см. [12]). Пусть

Wn(z3) вронскиан решений w3n \  w3n \  тогда yf(z3), Wn{z3) ^ w n=const~
Используя известную формулу для функции Грина [13], получаем коэф­
фициенты разложения (13):

G0 (г, r') =  2 £  w-"¥n (zlf z2) Фп (zx', z2')
П

(z3) «4n (z3'), 
(z3') u>$! (zs),

z3< z 3', (16)

2  a ^ > z a *

Здесь использован также тот факт, что z3~ r2 при г-»-».
Рассеянное поле и8(т) будем искать в виде ряда

«.(г) =  2 'M s / .Z , ')  ^„(z ,, 2 * ) ^  (2з). (17>
п

Из разложения (16) и граничных условий (11) следует, что

ип — [D̂ ŵ n (z3)/D*2v<hI (z3)\ )г3=2з*? D— d/dz3,

где /= 0  при условии (И , а) и ;= 1  при условии (И , б).
Получим разложение плоской волны в ряд по волновым функциям 

Ламе. Фиксируем г в формуле (16) и устремим г' к бесконечности. Пусть 
г = (г, 0, ф), г/==(г', 0', ф'), тогда, используя формулы (1), (2), получаем* 
что при

|г—г '|= г '—r[cos 0' cos 0+sin 0' sin 0 соз(ф'—ф) ]+ 0 (1 /г '), 

z3' = r ’+ 0 ( l ) ,  ( г ' - ъ ) ( 2.;~а;)=1\а>)х?(г')-Ч0(1/г') , /=1,2. .  

Следовательно

ехр{—г(к, г) }== —8л w„~' ¥ п(г,, г.) xF n(zriZ20), (18)

где к=(/с, 0о, ф0) и 0О, фо, z 1°, z2° связаны соотношениями

(zi°—ai) (z2°—ai) = f { a i) cos2 ф0 sin2 0„. 

(zi°—а2) (z2°—a2) = / '( a 2)siп2ф0 sin2 0O.
(19)

Рассмотрим задачу дифракции плоской волны и0=ехр {—г( /с, г)} па 
теле D. Рассеяппое поле снова возьмем в виде (17), и из (11), (18) шь- 
ходим, что

un=-AnD>Wzn (z3)/D}wi3,! (z3) | 2>=и°,.

где ;= 0  при условии (И , а) и /= 1  при условии (И , б). Амплитуда рас­
сеяния имеет вид

/ ( 0 1  <р; 0о1 фо)= 2 ^jUnHf„(zi,z2)4 fn(z,°, z2°), (20>

где 0, ф и zi, z2 связаны соотношениями вида (19). Для полного попереч-
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ника рассеяния о = j dtp j*d0 sin 0 1/|2 справедлива формула
о о

п
которая следует из (20) и из (8), (12). Аналогично решаются задачи Ди­
рихле и Неймана для уравнения (1) во внешности эллипсоида.

Безусловно, волновые функции Ламе — аппарат довольно громоздкий. 
Но, к сожалению, нет никакой другой системы координат, кроме эллипсо­
идальной, к которой бы точно решалась задача дифракции на конечном 
теле, не являющимся телом вращения. Использование волновых функций 
Ламе потребует создания новых численных методов. Такие методы созда­
ны в последние годы для расчета сфероидальных функций и применены 
к задачам дифракции в работах [14, 15].
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