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ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ НА ОБОЛОЧКЕ
ВРАЩЕНИЯ

Б о й к о  А. И , ,  М а к с и м о в а  I I .  О.

На основании метода двухмасштабных разложении, который в 
акустике получил название метод сращивания, решена задача ди­
фракции плоской звуковой волны па оболочке вращения, заполненной 
вакуумом.

Рассмотрим ограниченную полую упругую оболочку, внешняя поверх­
ность которой описывается в цилиндрических координатах г, тр, z урав­
нением r=zFi(z)i а внутренняя поверхность, ограничивающая полость,— 
уравнением r==eF^(z). Здесь е> 0  — малый параметр, функции Fi(z) и 
F 2( z ) заданы на отрезке [ —£, Ц ,  достаточно гладкие на нем и такие, что 
F i ( z ) > F 2( z ) > 0 при \z\<l, Fi( zf l )= F 2(4:l)=01 21 — максимальный размер 
оболочки. Таким образом, оболочка может иметь переменную толщину, 
равную нулю только при z = zfl. Параметры упругой среды, из которой со­
стоит оболочка А, (I, р, где А, \х — коэффициенты Ламе, р — плотность. Па­
раметры акустической среды, окружающей оболочку, р, с. В полости внут­
ри оболочки находится вакуум.

На оболочку падает плоская волна у=А0ехр {£&/? cos 7 }, где к=ы/с — 
волновое число; cos 7 = 0 0 5  0О cos 0+sin 0О sin0 cos (ср0—ф ); R, О, Ф — сфери­
ческие координаты; 0О, ф0 —углы, определяющие направление падения 
плоской волны. Согласно условию задачи, e= fem axF ,(z)< l.

Обозначим через p=u+v  полное ноле вне оболочки. Здесь и — рассеян­
ное поле. Функция р удовлетворяет однородному уравнению Гельмгольца. 
Для вектора смещений w внутри оболочки выполняется уравнение теории 
упругости (A+2ji)grad div w— ц rot rot w=co2pw. На внешней границе S { 
оболочки и границе S2 полости имеют место условия

где м;„ — нормальная составляющая вектора смещения w, а„п — нормаль­
ное напряжение, опх — сдвиговое напряжение.

Рассеянное поле удовлетворяет условию излучения Зоммерфельда: 
a{R , 0, ф) = /(0 , ф ; е)Л - 1  exp  {ikR}+0(R~2) при Цель работы со­
стоит в том, чтобы найти главный член / о(0 , ф) амплитуды рассеяния
/(0, ф; е).

Будем искать функцию / о(0, ф) методом сращивания асимптотических 
разложений [1—5]. При этом заметим, что если функции Fi(z) и F2(z) 
равны константам на интервале значений z таком, что klt>  1 , где U — дли­
на интервала, то при некоторых значениях угла падения 0О возможен ре­
зонанс, связанный с изгибиыми колебаниями оболочки [6 , 7] и аналогич­
ный резонансу в стержне [8 ]. В этом случае необходимо суммировать 
большое число члепов внутреннего разложения ноля и, справедливого в 
ближней зопе дифракции плоской волны на оболочке. Во всех остальных 
случаях достаточно ограничиться первыми тремя, чтобы получить глав­
ный член амплитуды изгибиых колебаний с точностью до собственных кру­
тильных колебаний оболочки, которые не вносят вклад в рассеянное поле.

Опустив громоздкие промежуточные выкладки, получим для главного
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члена амплитуды рассеяния следующее выражение:

4/0 (0, ф) = е 2Л01 { 2к2 sin 0 sin 0О cos (<p—ф0)
-/

g [5 ,(z )-5 2( z ) l -p 5 t (z> 
p [S ,(z )-5 z(z)]+p6'j (z)

-/C2( 1 -  cos e cos 0„) +  - ^  [ -r— T- 5 , (z) +fc,2S2 (z) ] [5, (z) - S 2(z) ] - ’}
( 1 )

P L k ? - k

XS, (z) exp{ikz (cos 0O — cos 0)}dz+e2co2p
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X

я-/

d
2 vCT5,(z) —  w0(z)-b dz

d 1
+ m;0(z) — 5,(2) exp{—i/czcos 0}dz, 

nz -*
где w?0(z)—главный член продольных колебаний оболочки удовлетворяет 
уравнению

d
w0 _ _ ......................... ..

(2)

— { [5 , (z) - 5 ,  (z) ] 4~  w° (z) } +  *•,* [5, (z) - 5 ,  (z) ] w0 (z) =dz  ̂ dz >

= A 0E CT~l exp{ikzcos 0} [2ivCT5,,(z) +  (2vCT- l )  ~ S i (z) '\ .
L dz J

Здесь через e2n*Si(z) и e2n.S2(z) обозначены соответственно площади по­
перечных сечений внешней поверхности оболочки и полости, vCT — коэф­
фициент Пуассона, Ест — модуль Юнга, /сст — волновое число продольных 
воли в стержпе, к{ — волновое число продольных воли в свободном упругом 
пространстве, к{ — волновое число поперечных воли.

Формула (1) дает решение поставленной задачи, за исключением той 
ситуации, когда ксЛ есть одно из собственных значений однородного урав­
нения (2). В этом случае необходимо считать кС7 комплексным с мнимой 
добавкой, отвечающей потерям энергии продольных колебаний в оболочке.

В настоящей работе величины 5j(z) и S2(z) являются произвольными 
гладкими функциями. Некоторые частные значения функций S\(z)  и 
S2(z) при более общих предположениях исследовались другими авторами. 
Случай, когда функции S t(z) и S2(z) являются постоянными, а длина обо­
лочки неограиичена, рассмотрен в работе Гб]- Рассеяние па цилиндриче­
ских оболочках с гладкой выпуклой направляющей детально изучено в 
работе [9].

В качестве примера расчета по формуле (1) рассмотрим вытянутую 
сфероидальную оболочку, у которой Sl(z)= l2—z \  S2(z) =  ( l —б ^ Дг ) ,  для 
значения Ы=5. Здесь параметр 0< 6< 1 характеризует толщину оболочки. 
При 6=1 оболочка превращается в упругий сфероид. Зададим внешнюю 
поверхность оболочки в сфероидальных координатах ц, ф как g=g‘0r где 
е2= 2 ( |0—1). Для значений £0 таких, что 1 < |о<1,005, метод сращивания 
в случае акустически идеально жесткого сфероида дает хорошее согласие 
с численными расчетами, выполненными по точным формулам [10].

При 6->-0 поле, рассеянное оболочкой, стремится к полю дифракции 
плоской волны на акустически идеально мягком теле вращения. В этом 
случае для нахождения рассеянного поля необходимо воспользоваться ре­
зультатами работы [11].

Пусть оболочку окружает вода. Параметры А., р, р материала оболочки 
и производные от них величины, входящие в формулу (1) и уравнение 
(2), соответствуют меди, латуни и стали. Причем для меди параметры 
Я, р, р таковы, что kcvl= 2,03, для латуни &CTZ=2,12 и для стали ZcCTZ=l,47. 
Для латуни величина ксг1 лежит вблизи первого собственного значения 
/с,=2,13 однородного дифференциального уравнения (2). Уравнение (2) 
численно решалось методом дифференциальной прогонки [12].

На фиг. 1—4 приведены графики функций (.е2Ло/)“ , |/о(0, <р)|, являю­
щихся диаграммами направленности рассеянного поля, для оболочек из 
меди, латуни и стали при различных углах падения 0О и для различных
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Фиг. 1. Диаграмма рассеянного поля Фиг. 2. Диаграмма рассеянного поля 
для меди (1) и латуни (2) при 0о=О° для меди (1) и латуни (2) при 0о=О°

и о= 1  и о=0,2

t
Фиг. 3. Диаграмма рассеян­
ного поля для меди (1 ) и ла­

туни (2) при 0о=9О°, ф=ф 0 и
6=0,2

Фиг. 4. Диаграмма рассеянного 
поля для стали при 0о=О° и 6=0,2 

( i) , 6=0,05 (2)

зн ач ен и й  п ар ам етр а  6. С трелки  н а  г р а ф и к а х  у к азы в аю т  н ап р ав л ен и е  п а­
д ен и я  п лоской  волны . К а ж д о й  к р и во й  п а  г р а ф и к а х  соответствует свой 
м асш таб , ко то р ы й  н а  о сях  у к а зы в а е т с я  в той ж е  п олуп лоскости , гдо л е ж и т  
соответствую щ ая  этом у м асш таб у  к р и в ая . Н а  ф и г. 1, 2  и 4  ось z  есть  ось 
в р ащ ен и я  д и агр ам м  н ап р авл ен н о сти . Н а  ф и г. 3  ось  х  есть ось  сим м етрии  
ди аграм м .

И з  п ри вед ен н ы х  граф и ков  видно, что  р ассеян н о е  п оле сущ ествен н о  за ­
ви си т  от толщ и н ы  оболочки, м атер и ал а  и  от  того, н аскол ько  близко  мы  
н ах о д и м ся  к  одной и з собственн ы х частот  кол еб ан и й  оболочки.

А вторы  п р и н о сят  благодарн ость  Т ю тек и н у  В. В. и Ф едорю ку  М . В. за 
п остоян н ое вн и м ан и е  к  работе.
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