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О РАСЧЕТЕ АКУСТИЧЕСКОГО ПОЛЯ В ОКЕАНЕ МЕТОДОМ ВКБ 
ПРИ НЕАНАЛИТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ СКОРОСТИ ЗВУКА

Оценивается величина погрешности расчета фазовых и групповых 
скоростей нормальных волн, обусловленная пренебрежением разры­
вами градиента показателя преломления. Предложен способ учета этих 
разрывов, основанный ид введении в дисперсионное уравнение попра­
вочных членов. Даны примеры численных решении.

Быстродействующие алгоритмы расчета звукового поля в океаническом 
волноводе, как правило, опираются па асимптотические высокочастотные 
методы решения волнового уравнения в неоднородной среде [I, 2]. При­
ближение ВКБ и его дальнейшие обобщения, основанные на методе эта­
лонного уравнения, детально разработаны для сред, параметры которых 
являются бесконечно дифференцируемыми функциями координат [1—3]. 
На практике скорость звука с известна только в конечном числе точек. 
В результате интерполяции она представляется кусочно-гладкой функцией 
с (г). На некоторых поверхностях, обычно называемых слабыми границами 
раздела, испытывают разрыв первые или последующие производные функ­
ции с (г). В настоящей работе рассматривается влияние слабых границ 
раздела па формирование звукового поля в слоистой жидкости постоянной 
плотности в условиях волноводного распространения.

Излагаемое ниже исследование проведено в рамках приближения ВКБ. 
Известен целый ряд алгоритмов, позволяющих вычислить на ЭВМ звуко­
вое поле в среде со слабыми границами [4] и лишенных ограничений ис­
пользуемого нами подхода. Последний, однако, благодаря своей простоте 
и наглядности, а также минимальным требованиям к вычислительным 
мощностям представляется нам предпочтительным для качественного вы­
яснения роли слабых границ и оценки обусловленных ими эффектов.

На большом расстоянии от источника звуковое поле р(г, z) прибли­
женно равно сумме распространяющихся нормальных волн

где (г, z) и (0, z„) — цилиндрические координаты приемника и точечно­
го источника, §/=о)/с,, с{ — скорость моды номера Z, о  — частота, cp,(z) — 
нормированные па единицу собственные функции уравнения

взятого вместе с соответствующими граничными условиями; к0 — харак­
терное значение k{z) — волнового числа звука, n(z)= k(z) /k0 — показа­
тель преломления.

Чтобы не усложнять изложение непринципиальными деталями, рас­
смотрим сначала нормальные волны в волноводе со свободными граница­
ми z=z, и z=z3 и единственной слабой границей z=z2, z,<z2< z3. на кото­
рой показатель преломления непрерывен, а его градиент испытывает ска­
чок. В приближении ВКБ общее решение уравнения (2) при z ,< z < z 3 
записывается в виде [1, § 23]

Ф(z)=rrr'l3(z) {Л, exp i[a(z) +  (J(z) ]+Л 2 exp i[—a (z )~  p(z) ]}, z ,^ z ^ z 2. (4)

Г один  О, Л ., П р о к о п ю к  И .  В.
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ф" (z) +k02m2 (z) ф (z) =0, 
m (z)= [n2( z ) -Z 2/k o2]Vj
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<p(z) =m~‘l,(z) {Bi exp i[cc(z)+(3(z) ] +B2 exp i[ — a (z )—[J(z) ]}, z2sSzsSz3, (5)
z г

a  W - * J  » (* )* , № ) = ~ \ r n - ‘b(t){m--h(.t))"dt. (6)ZKqz2 H
Решения ф(г) выписаны с точностью до членов, пропорциональных к0~2. 
Ими можно пользоваться в отсутствие точек поворота, где m(z) =  0, когда 
показатель преломления мало меняется на расстояниях порядка длины 
волны. Граничные условия при z=z,i3 дают A2IAX= —exp2 t[a(z ,)+ §(z i)], 
B JB X= —exp 2 i[a(z3)+(Hz3) ]. Условия непрерывности <p(z) и cp'(z) при 
z=z2 после подстановки значений A J A X и B J B X дают еще два линейных 
уравнения относительно коэффициентов А х и Ви которые имеют нетри- 
виальное решение при условии

sin[a(zt) +p(z,) —a(z3) - р (z3) ] =
=  (a2-a ,)s in [a (z i)+ p (z ,) ]sin[a(z3)+p (z3) ]14к0тп\ (7)

где
ai,2=lri2( z )Y \ZBZil:o' (8)

Соотношение (7) является дисперсионным уравнением для рассматривае­
мого волновода.

В условиях применимости приближения ВКБ правая часть (7) мала по 
сравнению с единицей. Это позволяет преобразовать уравнение к более 
удобному виду:

к0 jm (z )d z= n l+ k0- i (n+8)+O(k0- t), 1=1 ,2 ,...  (9)
zl

Z 2  Z 3

y- =  —-^ -(J  +  J  (m-'h)"dz,  6 = (o 2—ai)sin2cc(z,)/4/re3(z2). (10)
z, гг

Если отбросить в (9) члены порядка О(к0~1), то получим обычное диспер­
сионное уравнение [1, § 47] ВКБ-приближения, по квантовомеханической 
терминологии называемое условием квантования Бора — Зоммерфельда. 
Главный член поправки к нему состоит из двух слагаемых. Поправка х 
обусловлена дополнительным к первому приближению метода ВКБ набе­
гом фазы волны на толщине волновода. Она существует и при аналитиче­
ской зависимости n(z). Поправка 6 обусловлена отражением волн от сла­
бой границы раздела, х и б имеют одинаковый порядок величины, и в рас­
сматриваемом приближении их можно находить независимо. От частоты 
звука х и б зависят только через значения с,. Чтобы вычислить слагаемое 
порядка О(к0~2) в правой части (9), потребовалось бы с самого начала вы­
писать формулы (4), (5) с точностью до членов О(к0~3), т. е. в третьем 
приближении метода ВКБ, и повторить изложенные выше рассуждения. 
В дальнейшем мы ограничимся анализом роли х и б — главных членов 
поправок. Хотя х и б малы, их учет весьма важен при расчете дальнего 
распространения звука в волноводе, поскольку погрешность в величине 
фазы моды, обусловленная неточностью вычисления С/, растет пропор­
ционально г. Напротив, вертикальные зависимости поля мод cp,(z) при 
расчете p(r, z) можно брать в первом приближении метода ВКБ.

Рассмотрим волновод с единственным максимумом показателя прелом­
ления, свободной границей при z=z, и произвольным числом слабых гра­
ниц z=z2, z3, . . . ,  zm. Пусть при z-*-+«> скорость звука неограниченно воз­
растает. Тогда при Ci<c(zx) нормальная волна будет иметь две точки по­
ворота z_<z., , лежащие выше и ниже оси волновода. При c,>c(z,) у нор­
мальной волны есть только одна точка поворота — z+. Формально будем 
считать в этом случае z_=z,. Записывая в каждом из слоев Zj<z<zj+l, 
/= 1 , 2 , . . .  лежащих между z_ и z+, вертикальную зависимость cp(z) зву­
кового поля в первом приближении ВКБ, из условий непрерывности <р и 
ф' па слабых границах получаем систему линейных уравнений с пулевой
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правой частью относительно неизвестных амплитудных коэффициентов.
A[jl .  Система имеет нетривиальное решение, если ее детерминант обра­
щается в ноль. Приравнивая детерминант нулю, после простых выкладок 
получаем дисперсионное уравнение, учитывающее влияние слабых 
границ:

a(z+)=nl+n a(z) =/с

4 т3 (Zj) (Н )’

Здесь s=0  при o<c(z,) и 5=1 при C/>c(z,). Такие же поправки слабые 
границы дадут п более сложные дисперсионные уравнения [2], способ­
ные учесть, например, близость точки поворота z_ к свободной границе z,.

Вклады отдельных слабых границ в 6 аддитивны. Это связано с тем, 
что волны, испытавшие двукратное отражение от слабых границ, имеют 
следующий порядок малости но к0~1 по сравнению с однократно отражен­
ными, и при принятой нами точности расчета двукратными и многократ­
ными отражениями от слабых границ можно пренебречь. Если на всех 
слабых границах n{z) и п (z) непрерывны, а разрывны старшие произ­
водные n(z), то влиянием слабых границ на фазовые скорости мод можно 
пренебречь.

Формула (11) для б дает неограниченные значения и неприменима, 
когда одпа из точек поворота стремится к слабой границе: z±-*-Zj. Это вы­
звано неприменимостью формул ВКБ-нриближеиия для cp(z) в окрест­
ности горизонта поворота. Используя сиецфункции, для б можно полу­
чить равпомерную формулу, пригодную при z±-*Zj и переходящую в (11) 
при z±^Zj и достаточно больших к0. Однако рассмотрение этого случая 
выходит за рамки настоящей работы.

Перейдем к вычислению поправки х. Как отмечалось выше, ее можно 
искать, считая зависимость n(z) аналитической. Пусть c<>c(z,). Тогда су­
ществует единственная точка поворота z+, и решения уравнения (2) име­
ют равномерные по z асимптотические разложения, выражающиеся в. 
функциях Эйри [3, гл. 4]. Выпишем главные члены асимптотики реше­
ния, удовлетворяющего условию ограниченности ноля при z-»--f<»:

Ф(z) =  ( £ ' ) - ' kĵ lX>X)-'hv ' j W ( * ) ) - ,/,]"-FT7 dt

w m m * '
*

£(z) =  ( 4 - J  m (z)dz)  , (12).

£(z) принимает вещественные значения; sgn £(z)=sgn(z+—z). При | =  
=(o/Ci решение (12) должно удовлетворять и граничному условию на 
плоскости z=Zi. Пусть частота звука достаточно велика, так что 
/cor/i|5(2i) |> 1 . Тогда функцию Эйри и ее производную можно заменить, 
асимптотикой для больших значений аргумента [1, § 21] и дисперсион­
ное уравнение <p(z,)=0 принимает вид

“  м  = »  ( , ) ,  *(*•)“- у  у р у
(13)

Пусть слой Zj<z<z;-.M целиком лежит в области, где функцию Эйри в
(12) можно заменить ее асимптотикой и, следовательно, применимо при­
ближение ВКБ. Тогда можно показать, что вклад этого слоя в величину 
7чГ!х (13) равен найденному во втором приближении ВКБ дополнитель­
ному фазовому набегу (5 (6) при распространении волны между горизон­
тами Zj и z3+1. Это замечание позволяет легко найти поправку х для мод,
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Фиг. 1. Отклонения фазовых скоро­
стей мод в волноводе с симметрич­
ным билинейным профилем n2(z) 
от их точного зпачения: 1, 3, 5 — 
расчет в обычном приближении ВКБ 
для 1=2, 3, 5; 2, 4, £ -  то же при 
учете поправки в дисперсионном

уравнении

Фиг. 2. Горизонтальный разрез ам­
плитуды звукового поля на оси мо­
дельного волновода. Источник рас­
положен посередине между горизон­
тами поворота 2-й и 3-й мод: 1 -  
расчет по точным формулам [1, 
§ 48]; 2 -  результат приближения
ВКБ, 2 -  то же при учете поправки 

в дисперсионном уравнении

Фиг. 1

1рМБ

-40

-5 0

500 502 504 506 г, км
•  ш

Фиг. 2

имеющих дне точки поворота: z+ и z_, если k0!h\t,(z~) |> 1 . Выберем точ­
ку z0 так, что a (z0)> 1 , a (z +) —a(z0)» 'l  и z_<z0< z+. Тогда х дается 
суммой двух однотипных выражений: x(z0) (13) и аналогичного выра­
жения, получаемого заменой z.,. на z_. Результат не зависит от выбора 
вспомогательной точки z0 в пределах допустимой области.

Формулы (9), (13) для х можно упростить, задавшись определенным 
законом изменения c(z) между слабыми границами. Приведем в качестве 
примера дисперсионное уравнение мод с двумя точками поворота для час­
то употребляемой кусочно-линейной аппроксимации квадрата показателя
преломления:

a (z+)=3i(Z— 1/2) +  (48А0)“1 rn~3(zj) (а,—̂ _,) {12 sin2[a(z j)+ jt/4 ]— 5}.
z_df<z.

т
Первое слагаемое в фигурной скобке обусловлено поправкой б, а второе — 
поправкой х. Поправки к дисперсионному уравнению легко пересчитать 
в поправки к фазовым скоростям мод, найденным из условия квантования 
Бора — Зоммерфельда. Мы, однако, не будем этого делать, поскольку при 
расчетах, на ЭВМ решение уравнения (14) относительно Ci требует прак­
тически столько же времени, что и решение более простого дисперсионно­
го уравнения а(г+)=п(1—1/2). Расчеты на основе последнего в дальней­
шем будем называть «обычным приближением ВКБ».

Поясним роль поправок в дисперсионном уравпеиии при помощи ре­
зультатов модельных расчетов на ЭВМ. Для симметричного билинейного 
профиля n2{z) известны простые точные выражения для <p*(z) и фазовых
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Фиг. 3. Зависимость от частоты группопых ско­
ростей третьей и восьмой нормальных волн: 7 -  
точный результат, 2 — ВКБ-приблшкение, 3 -  
ВКБ-приближение с поправкой -  при 1=3; 4 -6  -

то же при /= 8

'скоростей мод [1, § 48]. Численные расчеты, проведенные для билиней­
ного волновода с параметрами z ,= 0, z2= 2 км, z3= 4  км, c(zi)=c(z3) =  
=  1540 м/с, c(z2)=1500 м/ с, показывают, что точность вычисления ско­
ростей Ci при учете поправки возрастает более чем на порядок при 1> 2 
(фиг. 1). Погрешность вычисления с, остается значительной: учет по­
правки в дисперсионном уравнении уменьшает ее лишь в 2-3 раза. При 

2 учет поправки уменьшает погрешность расчета разностей с/+,—С/, 
определяющих крупномасштабную интерференционную структуру поля, 
более чем в 10 раз.

По мере удаления приемника от источника накапливающаяся погреш­
ность расчета фаз нормальных волн приводит к растущей ошибке в пред­
сказании фазы звукового поля и вследствие изменения условий интерфе­
ренции мод, его амплитуды. Таким образом, точность вычисления с, 
определяет размер области применимости приближения ВКБ по коорди­
нате г. Учет поправки в дисперсионном уравнении позволяет предсказы­
вать интерференционную структуру ноля на расстояниях, далеко выходя­
щих за пределы применимости обычного приближения ВКБ. Фиг. 2 по­
казывает, что весьма малые относительные погрешности расчета фазовых 
скоростей, не превышающие на рассматриваемой частоте /=200 Гц вели­
чины 10~\ на расстояниях г^500 км приводят к ошибкам более 20 дБ в 
амплитуде звукового поля. В то же время учет поправок в дисперсионном 
уравнении позволяет описывать даже топкую структуру зависимости /;(/*)• 

Поправки 6 и к  дают к фазовым скоростям с, добавки одного порядка. 
Для мод высоких номеров отличия величины групповой скорости и* от ре­
зультата обычного приближения ВКБ обусловлены в основном поправкой 
б, т. е. отражением волн от слабых границ. Действительно, групповую ско­
рость u,= {d%tld(о)-1 можно вычислить, не прибегая к численному диффе­
ренцированию С/(со), продифференцировав дисперсионное уравнение (на­
пример, (14)), но частоте. Главный член в разложении по степеням к г '  
производной от правой части (14) дает дифференцирование функции 
sin2[a(z j)+ n /4]. Не приводя громоздких выражений для щ, проиллю­
стрируем результат численными расчетами, проведенными для волновода 
с асимметричным билинейным профилем n2(z) со свободной границей. 
Параметры волновода составляли z,=0, z2=0,4, z3= 3  км, c(z,)=1430, 
c(z2) =1460, c(z3) =1500 м/с. На фиг. 3 сопоставлены результаты расчета 
М/((о) путем решепия точного дисперсионного уравнения, содержащего 
функции Эйри, и результаты приближения ВКБ с учетом и без учета сла­
бых границ раздела. Как было отмечено в работе [5], для волновода рас­
сматриваемого типа зависимость иДо) имеет локальные максимумы и ми­

53



нимумы, причем величина ut может отличаться па 10% и более от резуль* 
тата (обычного) приближения ВКБ. Утверждалось, что осцилляции 
кривой и,(со) не могут быть описаны в приближении ВКБ. Как видно из 
фиг. 3, уже при небольших номерах мод учет слабых границ раздела по­
зволяет правильно качественно описать частотную зависимость групповой 
скорости. Значения щ (со), найденные в этом приближении, достаточно 
близки к точным за исключением тех частот, когда горизонт поворота 
рассматриваемой моды приближается к слабой границе z=z2 и прибли­
жение ВКБ становится неприменимо в ее окрестности. Если для времени 
распространения квазимонохроматического импульса с /«70  Гц по вось­
мой моде обычное приближение ВКБ приводит к ошибке в 10 мс уже на 
расстоянии г^23  км, то при учете слабых границ раздела такая ошибка 
накапливается на расстоянии г^260 км от источника.

В заключение отметим, что учет вычисленных выше поправок в дис­
персионном уравнении, заметно повышая точность расчетов звукового 
поля, очень незначительно увеличивает их время.

Авторы признательны Л. М. Бреховских и Н. Е. Мальцеву за полезное 
обсуждение результатов.
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