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ОБОЛОЧКАМИ

Музычепко В. В., Скороходов С. Л.
В работе для задачи рассеяния звука найдены вещественные ре­

шения дисперсионного уравнения тонкой упругой цилиндрической обо­
лочки с учетом реакции среды. Показано, что реакция среды оказывает 
существенное влияние лишь на волны нагибного типа, что приводит к 
значительному изменению для этих волн областей углов и частот, где 
выполняется условие пространственного совпадения. Это обстоятельство 
приводит к отсутствию резонансных максимумов, соответствующих пер­
вой моде, в экспериментальных диаграммах направленности обратного 
рассеяния звука на тонких оболочках. Представлено также объяснение 
наблюдаемого в экспериментах подъема низкочастотной амплитуды рас­
сеяния в области углов падения на оболочку плоской звуковой волны 
близких к  оси цилиндра.

Известно [1], что амплитуда рассеяния плоской звуковой волны на 
упругой цилиндрической оболочке резко возрастает, когда выполняется 
условие

Im(Zvm+ Z sm)=0, (1)

где Zym и Z sm —  фурье-компоиенты механического импеданса оболочки и 
импеданса излучения соответственно:

7 I СдрЙРм / D  о \
у “  со R* ( D 33m )

Здесь Сцр — скорость продольных волн в пластине, изготовленной из ма­
териала оболочки; спр2=£/рм(1—v2); Е , рм, v  —модуль Юнга, плотность и 
коэффициент Пуассона материала оболочки соответственно; h и R  —  тол­
щина и радиус срединной поверхности оболочки; D 0m и D zsm —  главный 
определитель и соответствующий минор системы уравнений движения, 
описывающей свободные колебания «сухой» бесконечной тонкой цилин­
дрической оболочки [2]; х=У^ср2—/с2; IIm(l)(xR) и Ilmiiy(xR) — функция 
Хаикеля первого рода и ее производная по аргументу соответственно, при­
чем H m{l)(z)=Jm {z)+iYm(z) и выбираются такие ветви функций Бесселя 
Jm (z) и Неймана Fm(z), что при вещественных и положительных значе­
ниях аргумента г функции }т (г) и Y m ( z )  —  вещественны.

Вопрос о том, при каких условиях выполняется уравнение (1) и, сле­
довательно, имеют место резонансные максимумы амплитуды рассеяния, 
является предметом исследования данной работы. Отметим, что так 
как рассматриваем задачу рассеяния плоской звуковой волны Ф =  
= А 0 exp (ikxx+ikvy+ikzz), которая определяется волновым вектором кср=  
=  {кх, ку, /с2} и имеет фиксированную частоту со, то нас интересуют лишь 
вещественные решения уравнения (1). Кроме этого, полученная в настоя­
щей работе зависимость к(со) будет использоваться [3] для анализа ре­
зонансных колебаний ограниченной шарнирно-опертой оболочки, собст­
венные функции которой суть xFp(z)=sin[ftp(z+ L /2)], kp=np/L. В ра­
боте [1] значения /с(со) находятся в диапазоне [0; /сер]. Нам же необхо­
димы *(ю) в диапазоне [0;°°], поскольку резонансные колебания ука­
занного вида х¥ p{z) возбуждаются следом падающей волны с любым 
&=&срcos0О (0О “ Угол между направлением падепия звука и продольной 
осью оболочки). При этом дискретному ряду значений кр соответствуют 
точки, лежащие именно на рассчитанных в данной работе кривых к (со) 
во всем диапазоне изменения к. Рассмотрим функцию F(y , Qnp, т) =

Z sm  =  фсрОЗЙ
rr(i) Ti rn (xR)
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= Z vm+Zem. С учетом (2) она имеет следующий вид:
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где
6= /12/ 12й 2; QnP=^nPff=toi?/c„p; й ср=/с,,рй=(ой/сСр;

1/= /сй ; Р= р СР/р.м; Z)o’"= det|Z-(jw||;
- « Г) ТП_Г тГ ш_Г м»Г '«•^зз —Л-т '-'гг '̂12 л_/21 ,

причем [4]:
L11m= [Q np2- y 2-a m 2]; Lt2m= L 2im= - b m y \  L lzm= L Hm=ivyy 

L 22m= [ Q nv2-ay2- m 2]; L 23m= L 32m=im;  a = ( l - v ) /2 ,

L33- = [ l - Q np2+6(?/2+m 2)2-6(277i2- l ) ] ;  b=(  l+ v )/2 .

Разделяя функцию (3) на вещественную и мнимую части, получаем 
следующие выражения:

Im Z vm =  Рмслр F f  {у, Q„PI m),

1 m Zsm =  рмспР й<!) (г/, Qnp, m),

Re Zsm =  pMcnp Y ™ .  /'1r) (г/, Йпр, m),
i,2ni>

(/j>

(5>

(6)

где

F ?  (yr, QI1P, m) =  -£ 4 * - =  | [1 -  OSp +  6 Q,2 +  m2)2 -  6 (2m2 -  1)] +
D. m

D 33

+ [m 2 (Qnp — ,'/2 — a m 2) -|- 2bvm?y* +  v2y2 (Qgp — ay2 — m2) 
(^дР —  у2 —  a m 2) (Йдр— ay2 — m2) — b2m 2y2

F ? ( y , Q „ e , m )  =
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t = V  -  <д (8).
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F{P  (у, ЙПр, т) =  | г /  1 2 6  зг<2 [/т' (г)]2 + [Ут' (/)]
0,

Р flip 2 1
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У > ®  ср-

Здесь /т ( 0 ,  Ут(<), JCmU) “ Функции Бесселя, Неймана п Макдональда 
соответственно. Формула (9) получена с учетом тождества для вронскиа­
на цилиндрических функций:

W { J m (z), Y m(z)}~Jm(z)Yj{z)-Jm'(z)Ym(z)=2lnz.

Итак, будем искать вещественные решения t/(Qop) уравнения

Fy{4y,  Qnp, m ) + F sU){y, Опр, т о ) -  0. (10)
Решение (10) при [3=0, т. е. когда иренебрегается реакцией среды, 

окружающей оболочку (Fa{i)(y,Qnjtim) =  0), было рассмотрено в [2]..
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Фиг. 1. Зависимость вещественных корней у от час­
тоты Q„p уравнений Jrn(Zvm+Zsm)*=0: 1 и 5-квазииз- 
гибная ветвь при h / R = ОД и h / R = 0,2 соответственно; 
5 — квазисдвиговая ветвь; 6 — квазипродольпая ветвь) 
и Im Zym=d\ 2 и 4 - квазиизгибная ветвь при h / R =  
=0,1 п h/R=0,2 соответственно; 7 -  квазипродольпая 

ветвь в случае т = 0; IV — у=Qcp

В настоящей работе найдем решения (10) при (5¥=0. Рассмотрим сначала 
случай tti=0.

В окрестности прямой y = Q cр из свойств функций / / 0(1)(z), K 0(z) и их 
производных, входящих в функцию F e{ i ) { y ,  Уир, 0), определяемую форму­
лой (8), следует асимптотика

/ f  (у , £2дР, 0) ~  р In У | Qlp — j/21; y - > Q c р. (И)

Подставляя (11) и (7) при ??г=0 в (10), получаем следующее уравнение 
(при y-»QСр):

+  W  +  б] +

Потенцируя (12) и используя разложение VI—ж « 1 —я/2 при я<1, нахо­
дим, что решение у (Упр)=^сР является двойным решением (10) в случае 
Р=0 и ттг=0 как предел при -̂>-0:

У и, =
|5->о

Qо р  _
1

2£2 ехр
с р

2 / 1 2 6
I'f (ЙСР> ^ n p i  0 ) (13)

где знак плюс соответствует одному, а знак минус — другому решению. 
Следует отметить, что при этом стремится к нулю слева пли справа в 
зависимости от знака функции F v™  (Qcp, УПР, 0). Так, при таких значе­
ниях частоты УПр, когда функция F y{i) (йср, Уир, 0) — положительна,  ̂ стре­
мится к нулю справа (^-*-0+0). В случае же отрицательных значений 
функции F v{i){y, Упр, 0) р стремится к нулю слева (р->-0—0). Отметим, 
что в реальной физической задаче |3>0 (Р=рс,,/рм — отношение плотности 
среды, окружающей оболочку, к плотности материала, из которого она 
изготовлена). Поэтому, там где функция FvU)(Qclh Уир,0 )> 0  при в
■случае ттг=0, кроме решений уравнения F v{,)(y, Qup, 0) = 0 , соответствую­
щих квазиизгибным и квази продольным волнам [2], и будет существо­
вать указанное двойное решение yJ+t j-(Q„p) = У ср.

Рассмотрим теперь решения (10) при (}>0. При значениях частоты 
УПР, когда функция F y{i}(Qср, Йпр, 0 )> 0  (на фиг. 1 это отрезок О А ), т. е.
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когда механический импеданс оболочки Z vm ведет себя как упругость,, 
двойное решение y(£2np)= Q rp разветвляется на два вещественных решения 
yi.ii(^np) в соответствии с асимптотикой (13). При значениях частоты 
ЙпР, когда функция F v(i)(QCP, Qnp, 0) < 0  (на фиг. 1 это отрезок А В ), т. е. 
когда механический импеданс оболочки Z ™  является массовым, двойное 
решение y(Qnlt) = Q cp разветвляется на два комплексно-сопряженных ре­
шения. На фиг. 1 показаны рассчитанные на ЭВМ вещественные реше­
ния (10) в случае т== 0 для стальных оболочек в воде (v=0,3; Е = 2* 
•10й н/м2; рм=7,8-103 кг/м3; h/R=0,1 и h/R=0,2; сср=1500 м/с; рСР=  
= 1 -103 кг/м3). Решения I и II имеют в качестве асимптоты при Qnp-^0 
прямую y = Q ср. Решение III при й„Р“*-0, как и в случае [3=0, имеет низ­
кочастотную асимптотику, соответствующую продольным волнам в не­
ограниченном стержне: у=У 1—v2Q„p. При увеличении частоты Qnp от 
нуля решения II и III выходят из начала координат, расходятся, а при 
дальнейшем увеличении £2ПР начинают сходиться и при некотором значе­
нии частоты £2ПР образуют в некоторой точке С с координатами (г/п, Q„) 
точку ветвлепия, когда //ii(^ „)= //iii(^ u) = y u. Отметим, что в этой точке 
выполняется не только (10), но и условие

[1ш Ь  ( у ,  £2Пр» 0)] | — 0.
У в® в

В окрестности точки ветвления С  асимптотическое поведение реше­
ний II и III имеет следующий вид:

( у п ,  i n - Ув)  ~ ± с „ У £ 2 в- - Q n p ; Q n p - ^ Q n ,  ( 1 5 )

где св> 0  — некоторая константа, а знаки плюс и минус соответствуют II и 
III решениям.

При дальнейшем увеличении частоты £2ПР(QnP> Q B) решения II и III 
становятся, как указывалось выше, комплексно-сопряженными. Значение 
координат точки ветвлепия С существенно зависит от параметров задачи 
(в случае /г/Д=0,1 и (3=1/7,8: £2Й=0,907; у„=2,088).

Необходимо добавить, что кроме указанной точки ветвлепия С будет 
существовать еще одна точка ветвления С' при £2nP=Q„ в области £2пр> 2. 
Это обстоятельство связано с тем, что, как видно из фиг. 1, прямая y = Q cР 
(О В ) пересечет дисперсионную кривую квазиизгибных волн в «сухой» 
оболочке не только в точке А, но и еще в одной точке А'. Поэтому ве­
щественные решения II и III, совпадающие в точке С, будут комплексно- 
сопряженными при выполнении неравенства £2H<Q„p<£V. При Йпр=Й п/г 
т. е. в точке С/, эти решения опять совпадут и при увеличении частоты 
Qnp> Q a  станут опять вещественными.

Интересно проследить за изменением полученных решений (10) при 
варьировании параметров (3 и б. Во-первых, при увеличении параметра (3 
(|3>0) точка ветвления С будет смещаться в сторону уменьшения £2„, 
в то время как точка ветвления С  будет смещаться в сторону увеличе­
ния QB'. Во-вторых, при увеличении параметра б, т. е. по сути отпошепия 
h/R, начинают сближаться точки А и А' (сближаются также и точки 
ветвления С и С'). При некотором значении параметра h/R из интервала 
0,1< /г/Ж 0,2  эти точки сливаются в одну, а затем исчезают. Возникает 
ситуация, когда прямая y = Q cp и дисперсионная кривая квазиизгибных 
воли в сухой оболочке не имеют точек пересечения. В этом случае ветви 
I и II по-прежнему возникают, но при достаточно малых [3, точек ветвле* 
ния С и С' не будет.

Кроме рассмотренных решений, существует еще решение {/(Йпр), со­
ответствующее квазипродольным колебаниям оболочки. Введение в (10) 
члена F s{i) (г/, £2ПР, 0) не вызывает качественного изменения этого реше­
ния. Здесь, как и следовало ожидать, при увеличении параметра |3>0 
за счет появления присоединенной массы жидкости происходит слабое 
смещение этого решения в сторопу меньших значений частоты Qnp, 
т. е. то же самое значение у при увеличении (3 достигается при меньших 
значениях частоты £2„Р. (Напомним также, что при рассеянии на оболочке
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Фиг. 2. Подпись аналогична подписи к фиг. 1, в слу­
чае т = 1

Фиг. 3. Подпись аналогична подписи к фиг. 1, в слу­
чае т = 2

плоской звуковой волны квазисдвиговые волны нулевого номера не воз­
буждаются, поскольку в этом случае в сдвиговой волне нормальное сме­
щение W = 0).

Для случаев т = 1 ,2 , . . .  качественной перестройки решений (10) при 
ji^O не происходит. Это обстоятельство связано с тем, что, как следует 
из (8), функция F aU)(y, Йпр, т) при 1 не имеет особенностей для ве­
щественных значений Q„p и у. Так,

lim  Fs\y, йпр, т ) ------ (16)

а при других вещественных значениях Qnp и у знаменатель функции 
F»{i)(y, й Пр, т)  не обращается в нуль.

На фиг. 2 и 3 приведены решения (10) при тех же параметрах, что 
и на фиг. 1, но при гп= 1 и т = 2  соответственно. Сравнение этих резуль­
татов с результатами, полученными для случая ,3=0, показывает смеще­
ние кривых в область меньших значений Qnp-

Был проведен также расчет на ЭВМ критических частот квазиизгиб* 
ных волн с учетом реакции среды. В низкочастотной области эти крити­
ческие частоты (в случае (5^0) можно приближенно определить по сле­
дующей формуле:

| « о ®  I -  [0,02( т - 2 )+  0,01], ш > 2 .  (17)
Р = 1 / 7 » 8  Р = 0
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Я3[ль] йэ[дБ]

Фиг. 4. Диаграммы направленности обратного рассея­
нии звука па стальных цилиндрических оболочках в 
воде при: a - L / R & 9,919; Л//?«0,063; &„р*0,60, б -  

L /R * 9,120; Л/Л«0,011; а пр«0,73

где выражение для определения QkpU -o дано в [2] и имеет вид

« й  I
З-о

(18)
Из формулы (17) следует, что при учете реакции среды (см. (10)) 

имеет место заметное смещение критических частот квазиизгибных волн 
в область низких частот по сравнению с критическими частотами этих 
волн в «сухой» оболочке, причем с ростом номера моды т  это смещение 
все более увеличивается.

Итак, проведенный в настоящей работе анализ позволяет сформули­
ровать следующие выводы.

Реакция среды оказывает существенное влияние лишь на волны из- 
гибного типа. Это приводит, как видно из графиков, представленных на 
фиг. 1—3, к значительному изменению для этих волн областей углов и 
частот, где выполняется условие пространственного совпадения [2]:

к = к 0р cos 0 или у = Qcp cos 0. (19)

Здесь 0 —угол между волновым вектором падающей волны и положитель­
ным направлением оси O Z , совпадающей с продольной осью оболочки. 
Так, например, для достаточно топких оболочек (h/R^0,1) в случае 
т — 1 (см. фиг. 2) условие пространственного совпадения (19) не выпол­
няется ни для каких углов падения плоской волны. Это обстоятельство 
приводит к отсутствию резонансных максимумов, соответствующих пер­
вой моде, в экспериментальных диаграммах направленности обратного 
(локационного) рассеяния звука на стальных тонких цилиндрических 
оболочках в воде. Таким образом, положение резонансных максимумов 
(в диаграммах направленности рассеяния), соответствующих волнам из- 
гибного типа, необходимо определять из решения дисперсионного урав­
нения (1), т. е. с учетом реакции среды.

Проведеппый анализ показывает, что максимумы амплитуды рассея­
ния, соответствующие сдвиговым и продольным волнам (см. фиг. 1—3), 
■с большой степенью точности определяются положением дисперсионных 
кривых «сухой» оболочки [2].

Появление новой ветви (см. фиг. 1, ветвь II) дисперсионного уравне­
ния (1) в случае т = 0 для достаточно тонких оболочек ( й /Ж 0,1) в низко­
частотной области (Qnp < l) должно приводить к подъему амплитуды рас­
сеяния в области углов падения звуковой волны близких к оси цилиндра 
{0—0°). Этот вывод также подтверждается экспериментами но обратному 
(локационному) рассеянию звука па стальпых цилиндрических оболоч­
ках в воде [5]. На фиг. 4 приведены экспериментальные диаграммы на­
правленности обратного рассеяния звука на стальных цилиндрических 
оболочках. Из диаграмм видно, что в области углов падения звуковой вол-

2 7 8

‘ {[6 (т2 -  I)2 +  {т2 +  1)] -  y[6(m2- l ) 2- m 2 +  I]2 +  4/п2)Ч
\Г2



лы близких к оси цилиндра (0~О°) имеет место подъем амплитуды рас­
сеяния.

В заключение авторы выражают благодарность О. Л. Рыбаку за ин­
терес к данной работе и полезное обсуждение ее результатов.
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