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Н Е Л И Н Е Й Н О Е  В ЗА И М О Д Е Й С Т В И Е  ПЛОСКОЙ
И С Ф Е РИ Ч Е С К О Й  ВО Л Н

Л я м ш е в  Л .  М . ,  С а к о в  I L .  В .

Получено точное решение для комбинационных компонент вторич­
ного звукового ноля, возникающего при взаимодействии плоской и сфе­
рической волн произвольной частоты в однородной жидкой среде без 
дисперсии.

Задача о взаимодействии плоской и сферической звуковых волн неод­
нократно возникала ранее в работах по параметрическим приемным ан­
теннам (см., например, [1]). В них рассматривалось взаимодействие сфе­
рической накачки с низкочастотной плоской сигнальной волной. Для на­
хождения комбинационного тона использовалось лучевое приближение, 
предложенное Зверевым и Калачевым [2]. Суть его состоит в интегриро­
вании вызванного нелинейным взаимодействием с низкочастотной волной 
сдвига фазы высокочастотной волны в направлении ее распространения. 
Полученное выражение соответствует решению Вестервельта для плоских 
волн [3], если интерпретировать сферическую волну как плоскую с мед­
ленно меняющейся амплитудой [4]. Другой подход был предложен 
Вестервельтом [5]. Оп заключается в разложении сферической волны по 
плоским волнам и использовании далее решения задачи о взаимодействии 
двух плоских волн в среде с малой дисперсией [6]. В результате комбина­
ционные компоненты вторичного звукового ноля выражаются через инте­
грал по плоским волнам; показано, что в предельном случае плоской вол­
ны низкой частоты оп дает то же решение, что и лучевое приближение.

В настоящей работе путем прямого интегрирования будет получено 
точное решение для комбинационных компонент вторичного звукового 
ноля, возникающего при взаимодействии плоской и сферической волн про­
извольной частоты в однородной жидкой среде без дисперсии.

Следуя [7, с. 871], запишем уравнение для давления р" вторичного 
звукового поля в виде

Up "  =  - 2 $ \ ^ U - U ( E + W ) - q ,  (О
:. Cq 01

I
1 д

р0с02 dt
где £ — коэффициент нелинейности жидкости, U и Е  — плотности потен­
циальной и полной энергии первичного звукового поля, р0 и с0 — равновес­
ные плотность и скорость звука, р' — давление первичпого звукового 
поля. Слагаемое q, добавленное для полноты, отвечает за взаимодействие 
первичного звукового поля с источниками. Положим

p " = p«)+pa)+pWt (3)

пt  ~ 2> 1 1  и ’ (4)

p m = - E - W , (5)
□ p < » = _ g . (6)

В представлении (3) слагаемое р(1) соответствует рассеянию звука на зву­
ке, р(2) имеет смысл нелинейного отклика среды, р(3) появляется вследст­
вие взаимодействия первичпого звукового поля с источниками.
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Зададим давление сферической р, и плоской р2 волн, образующих пер­
вичное звуковое поле, в виде

pt(r,t) =  -r^-exp{ik1r—m it) (7)
/с,г

р2(г, t )= A 2exp(ilc2z—i(>i2t), (В)

где (г, 0, ф) — сферическая система координат, z=rcos0. Будем считать, 
что сферическая волна р, порождена источником массы с объемной плот­
ностью ps, где р — плотность жидкости,

s ( r ,  < ) = —i n i — - ^ Y ~ e x p ( —i<jjLt ) .  (9 )
р о С 'о  К  i

Будем также считать, что в среде есть небольшие дисперсия и погло­
щение, так что выполняется дисперсионное соотношение

к  (о) =со/с0+б (со) + ia  (со), |6/Л |<1, |а /& |«1; (Ю)
соответствующее обобщение уравнений (4) и (б) заключается в замене

со

1
(О□р<0(г, 0 -*  j  (Д+А2)р«о (r)exp(—i(f>t)d(d, i= i ,  3. (11)

— со

Найдем последовательно комбинационные компоненты полей р(' \  р {2) 
и р{3).

В рассматриваемом случае бигармонического первичного звукового 
поля,

P i(г, 0 = P i(r)ex p (-io )lO, /^(r, t )= p2(r)exp{- i(o j) t
для компоненты д+(1) поля р(|) на суммарной частоте согласно (4) и (11) 
имеем

(Д+/с+2)р+,) (r)=j3/c+ P i(f)P 2 (r)

роСо2
(12)

Для перехода к разностной компоненте, р+<0-*р-<#), i=  1, 2, 3, достаточно
ПОЛОЖИТЬ Л+ ->■/<;-, Р г - ' - р г ' .

Запишем решение уравнения (12) в виде интеграла по объему 
от произведения функции Грина на плотность источников в правой час­
ти (12):

А ' А г  1 -j j j ?хр(^‘г,> ,ч exp(i&+|r-r'р + (г )= -р
Po<V,  *+* / tv '

exp(i&22')
4зх | г—г'

dr\  (13)

Воспользуемся интегральными представлениями для входящих в под­
ынтегральное выражение в формуле (13) функций,

_____  №
о х р ^ г ')  l_ J 1Пт (|р) IV\) ^  1ю1^ >0;

к  У 2 к,
— со е х р (  t л ) У А ,*-Г

СО
exp(ifc+|r—г '|)

4 я |г—г' | 8я r* + * - t*—  с о  с х р (  г  я )

1тУ/с+2—£2 > О (15)
[8, с. 54, (20)], где Я 0(1)(#) — функция Ханкеля, p = ( r s in 0 cos<р, 
г sin 0 sin ср). Подставим (14) и (15) в (13). Используя теорему сложения 
Гегеибауэра [9, с. 116, (29) ], имеем

2 л

J
0

н 1 1) а | р - р ' | ) й Ф , = 2 л /о ( ? Р<) / / г '  ( t p > ) ,
(1) (16)
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где / о(х) — функция Бесселя, p<=mm{p, р'}, р>=тах{р, р'}. Далее, при
1 т ( |+ £ ) > 0  (17)

из [9, с. 104, (9); 9, с. 91, (36)] следует

S НГ ( |р ') / .(Е р < )Я Г ’ (ЕР>)Р- Ф - -  -  Д,1И (6р?г5  а р ) . (18)
я

Таким образом, для р+{и получаем
со

р+

х
exp(iV/с+г—t 21 z—z' | +гУ/с,2—| 21 z' | +ikzz ') + j dz' J d£ j X

Г, Г |2

№ (,) (£p) exp (г W - S 21 z - z ' I +iVA:12- | 21 z ' | +ik,z')
X

V/c2- r  V/c+2- £ ]• 0 9 )

Поскольку подынтегральные функции в (14) и (15) пе имеют особенно­
стей в областях 0< lm  |< I m  к, и 0< Im £< Im /c+ (фиг. 1; см. также

Контуры интегрирования в 
комплексной плоскости а -  
в представлении (15) (1 -  пер­
воначальный контур; 2 -  де- 
формнроваппый контур (Г2); 
3 -  разрезы вдоль линий 
Im т/к+2~ ¥ = 0; 4 -  разрез
вдоль луча Im £=0, £<0); 6 -  
в нервом интеграле в (19)) 1 -  
первоначальный контур (Г2); 
2 — деформпровапный коптур; 
3, 4 -полю са в точках £ = ± |;  
5 -  разрезы вдоль линий

Im УА>2Ч 2= 0

[8, с. 27—31]), возьмем в качестве контуров Г\ и Г2 прямые Iin£=8i и 
1 т ^ = е 2 соответственно, 0 < e1< e 2<m in{lm  /с,, 1ш/с+}; при этом будет вы­
полнено условие (17).

Подынтегральное выражение в первом интеграле в (19) — нечетная 
функция переменной £, во втором — нечетная функция Следовательно, 
деформировав контура Г2 и Г\ в первом и втором интегралах соответствен­
но таким образом, чтобы они совпали с действительной осью, остается 
учесть лишь вклад полюса в точке £=§ в первом интеграле в (19). По­
лучаем

^ W - ^ U  f  , | - Л ^ х
росо2 п ^ ч к ^ - г

X exp (tVк+г—I21 z—z' | +tl'/ci2—I21 z \ +ilc2z ' ) . (20)
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Потребуем 

В этом случае
Im (&!+&+—fe) >0.

1 ехр (гУ/с+2—| 21 z -z ' | + № - & г I z' I +ik2z')dz'  =

_  2iVk+2- ¥  exp (ik2z ± i l /k 2—%2z) 2 i1 k 2- ^  exp (±jV/c+2- £ 2z)
k S - k f - k ^ k J k , 2- ? к+г—к ? + к 2 Ч:2кг 1 к + —%2

, z^O .

(22)
Физический смысл условия (21) заключается в компенсации экспонен­
циального нарастания амплитуды плоской волны р2 при z->-—°° за счет 
затухания сферической волны р, и возникающих при взаимодействии р, 
и р2 вторичных волн.

Подстановка (22) в (20) дает
<‘> /  \Р+ (г) =

$А,А2 ik+2
оо

I | Я о(1, ( 1 р )exp(ifc2z) _____
РоСо2 2£ , L VAf,2—6*(Л+*—A,*—A,*=F2A,V*I*—&

X
—  с о  с х р ( г л )

СО
(|р )X e x p ( ± W - |2z ) d | -  f — ----  -------

о,р((я) 1 К 2- 1 2{к+2- к 22+ к 22* 2 к 2П у - \ 2)
- х

X exp(±iV&+2—| 2z)d£ j ,  zSO. (23)

Подынтегральные выражения в обоих интегралах имеют простые полюса 
в точках | i  и | 2,

Si,г =  ±  -т— T/kli+ k 2i+ k +i—2 k iik 22—2 k 2k +z—2k22k +2, Im  | t> 0 .

Вычеты подынтегральных функций в (23) в точке равны между
собой. Поэтому заменой переменной £=V&,2— в первом интеграле и 
£=У&+2— во втором получаем из (23) [8, с. 53—55]

с о

„ ( « > , ,  № А * 1 к +* г л  д ; 1 ( у* 1 * -с*р ) ,
р+ (Г) =  — —̂ L e x p U ^ J  — к^  exp (±it,z) dt, —РоС'о“ 2/Ci

(i)
—  со

сю

(24)
Г Щ ' ( П +2- ¥ р)

2^ ° -
Заменой 5 на —£ в обоих интегралах можно перейти от верхних знаков 
к нижним и наоборот. Следовательно, можно использовать только верх­
ние знаки независимо от знака z.

Запишем выражение (24) от р.ь(,)(г) в виде
P iM , ik.
PqC0 2/г j /с.

„(О / нл 1л 2 <■"•+ /  к+2+к2 —к,2 \ Гг/, , ч , , ,  4 Ч1
Р+ (г) = -----~TTi схру---- — ---------- а Д / ( * 1,А1, г ) - / ( * +, Д+,г)]

к 2+к22- к -
2/г

ОО (25)
1 р ы (1)

/ ( Л , А , г ) = — — exp[-i(/H -A)z] ° \  Р'  oxp(iSz)d£,
2 г —к —Л

— ОО

к+г-(кь+ к2)2 {к+- к г) 2-ку-
д» = ---------- —----------- , Д+ = -------

2к, 2 к,

(26)

(27)
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Теперь заметим, что

д
/(A, A,r) =  --^ -exp [-{ (/c+ A )z] J III4 (VA2-£;2p)exp(iSz)d£(*)

—  00

=  — —  exp[i&(r—z) ]exp(—iAz). 
r

Отсюда получаем альтернативное представление для /(&, Д, г):

7 / 7 а ч f / -л.ч exp[**(Vp2+*2-*)]/ (A , A , r ) =  — I ехр(—iAt)--------- — ---------------dt.

При отсутствии дисперсии имеем к+=1с1+к2, Ai=A+=0, и
1{ку 0, r)=E\[ik(r—z) ],

( 2 8 )

так что

Р+ ’ (г) =  ^А ,А * т!г т г {E i[ik< (r~ z) ] -  E i[ik+ (r - z ) ]} exp (i/c+z) 
poCo ZfCin-2

(29)

(30)

Формула (30) является осповпым результатом настоящей работы. 
Из нее, в частности, видно, что в отсутствие дисперсии поверхности рав­
ной амплитуды компоненты р+(1) вторичного звукового поля представ­
ляют собой параболоиды вращения с фокусом в точке г= 0.

В пределе к21к1-+0 имеем
if t ,(r-z)

t
E i[i/c,(/•—z) ]— Ei[ik+{r—z) ]=  j  GXP dt

ik .lr-z ) ^

кг r , , 4, , sinAT
------ exp [ ik+ (r—z ) ] exp (—irn)

k+ M ’

где M^Ic2(r—z) l2. Подставив это выражение в (30), получаем
$А,Л2 i sin М

Р + (  0 ~ - р0с02 2 М
ехр(—iM) exp (i/c+r ) , k2/ki~* 0, (31)

что согласуется с полученными ранее приближенными результатами
[ 1 ,2 ] .

В общем случае, А+=А,Н-/с2+б+, б+̂ 0 , заменой переменной и— 
=V2A,/| А,| (Ур2+г2—<)/р в представлении (28) для /(&,, Д,, г) и заменой 
и=у'2к+/\Д+| (Ур2+<2—£)/р в представлении для /(&+, Д+, г) при Д(г—z ) <  
< 1  получаем

Г ехр[гХ(гг±1/гг) ]
/(А„ Д„ г) - /  (к+, Д+, г) =  J — --------- —  da, б+^0,

и
(32)

где й = У А , / А +У 2 Ы | М ( / - 2 ) / р . Ь ^ У А +/ А ,У 2 А 2/ | б + | ( r - z ) / p ,  Х^у/с,А+|6+|/А2р.
Для составляющей р+(2) вторичного звукового поля из явного выраже­

ния (5) имеем
A iA 2 exp(tA ir+ iA 2z) /  /с+2 . . 0---- sin —

2
(2) . ч Л1Л2 слр\е-п-1/ I иъ2*>} ( к+2 . 2 9 . Л/07 \

/>+(*) = -------- г -------- Г--------- \  2k j 2 “  sm V ” 1 cos0/2feir)•p(A /с,г (33)
Вид функции g источников компоненты д+(3) зависит от вида источни­

ков звукового поля. В случае, когда источниками звукового поля являются 
источники массы с объемной плотностью ps, из уравнений гидродинамики
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Следует
1 д :

<1 = с0 dt2
что в рассматриваемом случае дает

.Л 1Л 2

( s J Р' dt) , (34)
— оо

?+ (г) = 4я V  6 ( 0

откуда
<«)

/>+ (г) =

РоС<Г 2/fCik'i

А {А 2 /с+2 ехр(£&+г)
к±г

(35)
РоСо2 2&,/с2

В заключение сравним р+(1\  р+(2) и р+(3) по величине. Как следует из 
(30), (33) и (35), при выполнении условий синхронизма, в данном слу­
чае на оси 0=0, \p+{i)lp+2)\= k ir \ n ( k j k i) (& ,z»l), \p+(i)lp+{3)\ =
*=fc+rIn(fe+//ci). При отсутствии синхронизма, &,(r—z ) » l ,  k+(r—z ) » l ,  
пространственного накопления эффекта рассеяния звука на звуке не про­
исходит. В этом случае компоненты р(,) 
поля соизмеримы.

р{2) и р(3) вторичного звукового
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