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ФРАКТАЛИ И ДИНАМИКА ЛУЧЕЙ В ПРОДОЛЬНО­
НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

А б д у л л а е в  С. С., З а с л а в с к и й  Г . М .

С помощью численного анализа исследована динамика лучей в вол­
новодном канале с периодической гофрировкой одной из стенок. Уста­
новлено фрактальное поведение пространственной частоты колебании 
луча н времени распространения сигнала по лучу в зависимости от угла 
выхода луча из источника. Дано объяснение этому эффекту на основе 
явления нелинейного резонанса.

Одним из существенных факторов, ограничивающих дальность распро­
странения волн в волноводных каналах (например, низкочастотного звука 
в океане [1] или оптического излучения в световодах [2]) , являются не­
однородности среды вдоль оси распространения волны. В определенных 
ситуациях продольные неоднородности среды можно представить в виде 
периодических возмущений вдоль оси волноводного канала с характерными 
пространственными масштабами порядка длины цикла траектории луча 
(например, внутренние волны в океане). В этом случае определенная 
группа лучей, длина цикла которых находится в некотором резонансном 
соотношении с периодическими неоднородностями среды, может захва- 
титься в эффективный волноводиый канал [3]. Этот эффект представляет 
собой аналог нелинейного резонанса в классической механике [4].

Наиболее важной и интересной характеристикой импульсного излуче­
ния, распространяющегося в волноводном канале, является время распро­
странения сигнала по лучу. В настоящей работе с помощью численного 
-анализа исследуется влияние периодических неоднородностей среды на 
эту характеристику излучения в волноводном канале. При этом обнаруже­
ны тонкие особенности динамики лучей, в частности установлено фрак­
тальное поведение времени распространения сигнала и пространственной 
частоты колебаний траектории лучей в зависимости от исходных коорди­
нат выхода луча из источника.

Рассмотрим простейшую модель волноводного канала с однородным 
заполнением и абсолютно отражающими стенками, одна из которых имеет 
периодические изгибы (фиг. 1). Здесь h — певозмущенная ширина канала, 
L  — пространственный период возмущения стенки, z — продольная коорди­
ната. Кривая, описывающая отклонение стенки от ее невозмущенного 
уровня на одном периоде, задается функцией L x ( |) , где аргумент функ­
ции %(£) — $={z//>} есть дробная часть нормированной продольной коор­
динаты z/L и меняется в интервале 0 < |< 1 .

Пусть источник излучения расположен па верхней стенке волновода 
с  продольной координатой z0=0. Траектория луча представляет собой 
прямую линию, последовательно отражающуюся от стенок волновода. 
Обозначим через zn продольную координату z в точке п-го отражения 
луча от верхней невозмущеннон стенки, д п — угол между траекторией 
луча и осью z после п-го отражения. Связь между величинами (z„, 0„) 
и (Sn+i, йп+i) через одно отражение от гофрированной стенки легко уста­
новить из геометрических соображений. Она задается следующим точным 
отображением:

Ф»+1—Ф» -2  arctgy/(£n),

2„+1=ф„+[й+£а(£п)] ctg 'Оп+Ь (1)
i|>n= zB+[fe+Lx(|„)] ctgftn,
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где ipn — продольная координата точки пересечения траектории луча- 
с нижней периодически гофрированной стенкой волновода после п-го от­
ражения от ровной стенки.

Отображение (1) записано относительно переменной у\ \  в  неявной 
форме. Для определения явного вида ylpn необходимо задать конкретный 
вид возмущения стенки Lx(g). Пусть %(£,) =  (Ab/L)b>( 1—5), которая соот­
ветствует параболе. Максимальное отклонение стенки от ее нсвозмугцен- 
иого уровня равно Ъ. Тогда нетрудно показать, что последнее уравнение-- 
в (1) можно записать в виде

■ >l)n=z„+[fe+Lx(i»)] °tg Ъп,
\ п= -  {L ig # ,/4 b - l) /2 +  [ (L tg * J 4 b - i ) 4 i + L  tg Ъ„Ъ„01Щ \  (2)

где | n°={ z„/L+fe ctg ’f fJL) .
Отображения (1) и (2) соответствуют случаю, когда луч отражается от 

возмущенной стенки не более 1 раза на одном периоде возмущения L.

Фиг. 1. Модель вол по водного капала

Однако при распространении луча под малыми углами О к оси z возмож­
ны случаи нескольких (более одного) отражений на одном периоде. Усло­
вие такого отражения задается соотношением

461,/L -tg  д > 0 .  (3>
В этом случае от переменных (Ф„, фп, §„) необходимо перейти к новым 
(On, Фп, in) согласно формулам

0 „= 0 „—2 arctg %'(£»)*

=  ! - £ „ + £  tgOn/46, фп=ф«+|п—In,

соответствующим двум последовательным отражениям луча от гофриро­
ванной стенки в пределах одного периода возмущения. Отображение (4) 
применяется до тех пор, пока условие (3) не будет нарушаться.

Отметим, что отображение (1) (Ф„, z„)-*-($«+,, z„+1) не сохраняет пло­
щадь, поскольку переменные (Ф„, zn) не являются канонически сопряжен­
ными. Канонически сопряженным к продольной координате луча zn явля­
ется переменная Еп= cosfl„. Нетрудно показать, что якобиан < 9 ( 2 ? ,zn+i)f
1д(Еп, zn)=l.

Следует заметить, что при распространении луча под малыми углами в* 
к оси z и при малом возмущении стенки волновода, т. е. при b /L c  1, ото­
бражение (1) переходит в точное отображение Улама в задаче об уско­
рении Ферми (см., например, [4, 5]).

Результаты численного анализа отображения (1) приведены на фиг. 2 
и 3. На фиг. 2 представлена зависимость пространственной частоты коле­
баний траектории луча x =N/zn, {N-*-0 0 ) 0т исходного угла выхода луча 
из источника О0. Параметры волноводного канала были выбраны равными 
hlL=lU, h/L=10“3. Число итераций N=1000. Расчет показал, что простран­
ственная частота колебаний луча х принимает лишь рациональные значе­
ния х=Р/(9, где Р  и Q — целые числа. При этом существует интервал зна­
чений угла выхода луча из источника Фо, для которых значения частот 
k=P/Q остаются неизменными. Обозначим этот интервал через A$0(P/Q).

Подобное поведение зависимости частоты х от Фо представляет собой



'«чертову лестницу», которая была обнаружена также в других гамильто- 
новских задачах (в одномерной модели Изинга [6], в модели Френкеля — 
Конторовой [7]).

Физическая причина этого эффекта объясняется явлением нелинейного 
резонанса лучей и заключается в следующем. В отсутствие возмущения 
пространственная частота колебаний траектории луча Q=2n/D вдоль 
оси z определяется исходным углом в 0, где D=2h  ctg в 0 — длина цикла 
луча. При появлении возмущения среды вдоль оси z с периодом L наибо­
лее сильное влияние будут испытывать лучи, выходящие из источника под 
углами во, находящимися в малой окрестности резонансного угла в^т,п) 
определяемого следующим условием нелинейного резонанса:

где т и п — целые положительные числа. Лучи, выходящие из источника 
под углом в0 в малой окрестности резонансного угла в{,т *п), захватываются
некоторым эффективным волповодным каналом, в котором они совершают 
дополнительные фазовые колебания вокруг невозмущенной траектории 
резонансного луча. Пространственные частоты колебаний лучей х в каж­
дом из эффективных волноводных каналов почти одинаковы, независимо 
от исходного угла выхода луча в0 из источника. Эффективная ширина ка­
нала Дв<т,?,) определяется величиной возмущения и параметрами невозму­
щенного волновода.

Как видно из фиг. 2, каждая из ступенек в зависимости частоты х от в 0 
расположена в окрестности резонансных углов в{0т,п). Нетрудно заметить,
что значение частоты x=P/Q  определяется номерами т и п , характери­
зующими нелинейный резонанс, т. е. y.=P/Q=mln. При этом знамена­
тель п принимает лишь нечетные значения n=2s+\  (5= 0, 1, 2 , . . . ) .  Наи­
большую ширину Дв0 {P/Q) имеют лучи с частотой х=1/1, равной 
Ав0 (1/1) = 8 -10~2 при шаге расчета по углу в 0, равпом г=10~2. Отметим, 
что ширина ступеньки Д'Q'o(PlQ) должна совпадать с соответствующей ши­
риной нелинейного резонанса Дв^т>п).

Используя методику расчета, изложенную в [3, 9], нетрудно получить 
качественную оценку для ширины изолированного нелинейного резонанса 
лучей в рассматриваемой модели волноводного канала. При этом для 
Д ввп*п) можно получить следующее выражение:

Согласно (6), для основного резонанса (т=п=  1) при значениях парамет­
ров волновода b/L= 10~3, А//>=7з получим оценку Дв(01,1}=0,0774, что хо­
рошо совпадает с приведенным выше результатом численного счета.

Более подробное рассмотрение фиг. 2 и 2, а показывает наличие слу­
чайного распределения пространственных частот х в определенных интер­
валах значений угла выхода луча из источника в 0. Это связано с развити­
ем сильной стохастической неустойчивости лучей в этих областях значе­
ний в 0. Во-первых, это область малых углов в 0, где происходит перекры­
тие областей локализации соседних нелинейных резонансов. Нетрудно 
получить качественную оценку для этой области, используя критерий пе­
рекрытия резонансов. При этом получим

Для приведенных выше значений параметров волноводного канала из (7) 
получим значепие для критического угла в 0с, равное в ос»0,46. Из резуль­
татов численпого счета имеем в 0с~0,50, что неплохо согласуется с качест­
венной оценкой (7).

Неустойчивые области наблюдаются также между устойчивыми интер­
валами (ступеньками) (см. фиг. 2, а). Природа этих неустойчивостей свя­
зана с образованном стохастического слоя в окрестности сепаратрисы пер­
вичных резонансов вследствие перекрытия вторичных нелинейных резо­
нансов (см., например, [5]).

nQ=m2n/L  или tg e 0(m,n)=  (т/п) (2h/L), (5)

в 0< в 0с= ( 8/я) (bh/Lz)Vi. (7)
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Фиг. 2 Фиг. 3
Фиг. 2. Зависимость пространственной частоты колебаний луча k=P/Q от угла выхо­
да луча из источника Фо. вычисленная с шагом г=0,01: а -  десятикратно увеличен­
ная картина области, обведеппой прямоугольником, шаг вычисления г=10~3; б — 
зависимость величины N(r)  от шага вычисления. Параметры волновода: h/L—1/3;

ЫЬ= 10-3
Фиг. 3. Зависимость разности оптического пути Д^Фо, z) =*S'o(^о, z ) - z  от угла выхо­
да луча из источника Фо на расстоянии z=50L. Параметры волновода: h/L=i/3 ,

ЫЬ=5-10-3

Изучим более подробно свойства зависимости пространственной часто- 
-ты х от исходного угла Ф0. Как видпо из фиг. 2, ступенчатая кривая х =  
=х(Фо) не полностью заполняет весь интервал значений Ф0. При этом сте­
пень заполнения зависит от шага вычисления г, т. е. зависимость х от Ф0 
является фрактальной (о понятии фракталов см. [10, 11] ) .  При уменьше­
нии шага г появляются более мелкие детали зависимости х от Ф0. На 
фиг. 2, а показана десятикратно увеличенная картина области, обведеппой 
на фиг. 2 прямоугольником. Видно, что щели между ступеньками при 
уменьшении шага г заполняются другими ступеньками. Это продолжается 
при дальнейшем уменьшении шага вычисления г.

Следуя работе [8], введем фрактальную размерность, характеризую­
щую зависимость частоты х от г‘>„. Пусть S{r) представляет собой степень 
заполнения ступеньками зависимости х от Ф0 при данном значении шага 
вычисления г. Тогда величина 1—£(/*) характеризует степень заполнения 
щелями. При этом число щелей будет пропорционально величине N{r) = 
=  [1—S(r)]/r. Зависимость N(r) от шага вычисления г описывается сле­
дующим степенным законом:

N ( r ) ~ ( i f r ) D, (8)
где D является фрактальной размерностью зависимости пространственной 
частоты х от Ф0. Определим локальную размерность D в интервале углов 
0,2<'0'0<0,3. На фиг. 2, б приведена зависимость N(r) от /■, из которой сле­
дует, что 0^0,45.
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Следует отметить, что аналогичное фрактальное поведение наблюдает­
ся и в зависимости времени распространения сигнала вдоль луча или дли­
ны оптического пути Sо(Фо, z) от угла выхода луча из источника. На, 
фиг. 3 приведены результаты численного счета зависимости разности опти­
ческого пути A S ( $ 0 1  z )= S о('&о, 2) —z от $ 0 па расстоянии z от источника 
при значениях параметров волноводного канала A/L=V3, bjL=5-10”"3 и z=  
=50L. Кривая 1 описывает зависимость AS($0, z) от $ 0 в отсутствие воз­
мущения (6= 0).

Видно, что в окрестностях резонансных углов D$n'n) существуют интер­
валы углов выхода луча &$0(P/Q), для которых оптические пути очень 
мало меняются по сравнению со случаем не возмущенного волновода. Наи­
большее значение А$0 (P/Q) соответствует основному резонансу (1, 1) 
и при значении возмущения 6/L=5-10“3 составляет ДО0(1/1)«0,19«10,9°. 
Качественная формула (6) для ширины основного нелинейного резонан­
са (1,1) дает значение Д#<1л)-0,173«10,0°, что удовлетворительно совпа­
дает с результатом численного счета. Максимальная разность оптических 
путей по лучам, захваченным в основной резонанс, почти на два порядка 
уменьшается по сравнению со случаем невозмущенного волновода. Этот 
результат может иметь важное практическое приложение в задачах даль­
него распространения волн для подавления уширения импульсов, вызван­
ных межмодовой дисперсией.
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