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В работе рассмотрены особенности автосинхронизации системы воз
бужденных нелинейных осцилляторов -  монополей, связанные с влия
нием потерь. Показано, что при определенных соотношениях между 
величиной потерь к  и временем жизни осцилляторов Т (к7,~1) 
пнкремепт парастания когерентпого поля может быть сравним по ве
личине с консервативным случаем (отсутствие потерь в осцилляторе).

В работе [1] обсуждался эффект усиления когерентного акустическо
го поля в результате автосинхронизации системы случайно колеблющих
ся нелинейных осцилляторов-монополей. Но аналогии с электроникой, 
где подобные системы известны и нашли важные применения, здесь 
можно говорить об эффекте «классического мазера». Для. реализации 
этого эффекта в акустике могут в принципе использоваться различные 
объекты — жидкость с пузырьками газа, пористые материалы, система 
искусственных осцилляторов. Особенностью акустического случая яв
ляется монопольный характер осцилляторов, что усиливает их связь с 
внешним нолем по сравнению с дипольным. Другая важная проблема 
(почти не изученная в электронике) связана со значительным затуха
нием в индивидуальных осцилляторах (а не, скажем, в резонаторе, где 
они находятся).

Здесь рассмотрим особенности автосинхронизации акустических мо
нополей, связанные с влиянием потерь. Вначале воспроизведем вкратце 
основные элементы одной из моделей, рассмотренных в [1].

Будем для определенности иметь в виду газовые пузырьки в жидкости, 
хотя все рассмотрение в сущности относится к любым осцилляторам с 
потерями. Постановка задачи следующая. Рассматривается система не
линейных осцилляторов с затуханием — пузырьков, которые в результа
те начального возбуждения в момент времени t= t0 совершают свободные 
затухающие колебания с различными (случайно распределенными в ин
тервале 0-ь2я) фазами. «Время жизни» каждого осциллятора Г, вообще 
говоря, конечно; пр*г t—t0> T  осциллятор выходит из области взаимодей
ствия (возможен н случай Весь ансамбль осцилляторов испыты
вает воздействие когерентного (одинакового для всех них в данной точке) 
поля Р(х, 1)=Л(х)еш~*х. Решение этой задачи разбивается на три этапа: 
решение уравнения колебаний индивидуального осциллятора, находя
щегося под воздействием слабого когерентного поля U+yJj+toffU+aU3— 
= —qP, где U = \V /V 0 — изменение объема мопополя, V0 — равновесный 
объем монополя, Р=Р'/Р0 — относительное изменение давления в коге
рентном поле, Ро — равновесное давление в среде с плотностью р0, q — 
коэффициент связи, со0 — резонансная частота монополя, х — коэффициент 
потерь, а  —параметр нелинейности (в пузырьках а= ('у 2+7^/6—2/9)со02— 
коэффициент нелинейности, учитывающий вклад квадратичных и кубич
ных членов, 7 — показатель адиабаты).

Суммирование вкладов отдельных осцилляторов (вычисление изме
нений полного объемного газосодержания в жидкости с пузырьками газа)

n ( t0) — функция распределения осцилляторов по моментам воздействия t0.
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Решение волнового уравнения для когерентного поля Р**— 1/с02Р**= 
= —(ро/^о) Vи, из которого для бегущей гармонической волны находится 
добавка к волновому числу к.

Это решение приведено в [1], в результате было показано, что мни
мая часть /с, т. е. пространственный декремент или инкремент когерент
ного поля, определяется выражением

где /с0=со/с0, с0 —скорость звука в среде, 0 — коэффициент, определяемый 
равновесными параметрами среды. В частности, если все монополи живут 
одинаковое время Т , то n(t0)=NT,  где /V — объемная концентрация, а

0 =  V0Nq.
соо2Р (

При этом для Im ср имеем

Ф =
г д
Т  9т] (% ! e~G\  е° fa  <h') »

где С(т)=хт/2+г(ет+г]о/х(1—е~*х)),  е=о)—са0 Ло=Ооя7\»2, а=а/ш 02; F0 — 
амплитуда внешнего воздействия на осциллятор. Таким образом, знак 
и величина пространственного инкремента определяются величиной 
5=Imcp (*S'>0 соответствует затуханию, 5 < 0  — усилению поля). Резуль
тат зависит от соотношения параметров т|0, х, Г, е (или суммарной рас
стройки д=е+т)0). Здесь, как уже отмечалось, обратим особое внимание 
на зависимость 5 (х ). Существенно, что затухание собственных колебаний 
осциллятора приводит к нелинейной зависимости G от т. В общем случае 
двойной интеграл в (2) нельзя вычислить аналитически. Поэтому внача
ле остановимся на простых случаях.

Если кТ<  1, то из (2) имеем

£ =  ' ^ ; [  (1—cos qT) ( l - - ^ ) + T ]0Т  sin qT ] .  (3>

В линейном случае (цо=0) волна всегда затухает (S>0), причем декре
мент определяется лишь величиной расстройки q=e и временем жизни Т. 
Максимальный нормированный декремент ~ S mах, достигаемый при точ
ном резонансе (е=0), равен 772 и не зависит от потерь в отдельном 
осцилляторе. Таким образом, здесь имеет место еще одна разновидность 
«бесстолкновительного» затухания — система возбужденных резонанс
ных осцилляторов со случайными фазами поглощает энергию когерент
ного поля. Этот механизм отличается от механизма затухапня волны в- 
пузырьках, распределенных но размерам, где декремент тоже не зави
сит от х [2J. Однако общность, конечно, есть —в последнем случае за
тухание обусловлено пузырьками резонансного радиуса, а в нашем (где 
все пузырьки резонансны) — пузырьки, фазы собственных колебаний ко
торых близки к фазам поля.

При Цо^О (нелинейный случай) зависимость S  от qT знакоперемен- 
па, т. е. при изменении qT имеет место чередование зон устойчивости — 
неустойчивости. Как следует из формулы (3), максимальное значение 
инкремента достигается при q T ^ Зл/2 и равно

“ Smax=Tlo/<72- (4)
Ширина зоны неустойчивости (при фиксированной отстройке е п ампли
туде возбуждения F0~r\0) определяется временем жизни Т. На фиг. 1 
изображена рассчитанная на ЭВМ зависимость нормированной величи
ны S/Т  от qT при фиксированных параметрах нелинейности и потерь. 
(ц„7,=  1, х7’=0,1). Точками отмечены соответствующие значения, опреде
ляемые формулой (3). Видно, что аналитический расчет хорошо совпа-
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Фиг. 1. Зависимость нормированного пространственного инкремента (ве
личины S/Т) от безразмерной расстройки q'f в случае малых потерь

(кГ=0,1, г]0Т=1)
Фиг. 2. Зависимость нормированного пространствеппого инкремента (ве
личины S/Т) от безразмерной расстройки qT в случае умеренных потерь 
(>сГ=1) при разных уровнях нелинейности: 1-г\о=1/Т; 2 -  4/Г; 3 -8 /Т ;

4-по=10/Г

.дает с численным при хГ <  1. Заметим, что от величины х зависит порог 
неустойчивости: отрицательные значения S  появляются при т)0>
> ( <П о ) п о р  — % .

Другой предельный случай —очень больших 2"(хГ»т)0/х > 1 ). При 
этом, как и следовало ожидать, когерентное поле всегда затухает:

х/2
х74+ е2 '

Заметим, что эта величина не зависит от т)0, т. е. нелинейность не ска
зывается из-за быстрого затухания собственных колебаний осцилляторов. 
Интересно, что величина Smax= 2/х оказывается существенно (хГ/4 раз) 
меньшей, чем Smax в отсутствие потерь; следовательно, коллективное за
тухание сказывается сильнее, чем индивидуальное.

Наиболее сложен случай умеренных потерь 1). Как показано
ниже, при 1 возможно усиление когерентного поля с инкрементом 
того же порядка, что и при 1. Исследование общего случая проводи
лось посредством вычисления интеграла (2) на ЭВМ.

Прежде чем представить результаты численных расчетов, дадим неко
торые аналитические оценки. Заменим в (2) G(т) на Хх, где Х=х/2+ 
+£(е+г)о). Такая замена справедлива при небольших хт; мы же будем 
для оценок полагать, что G(х)=Хх вплоть до х т^ 1 . Тогда из (2) полу
чаем формулу

X XT •)] .
И Л И

[хГ +  д2- х 7 4 '/2т10дх2+ 2т)0д;

Tlo v.Tq
(д2+ х 2/ 4)

(g + x 2/4)2’L 2 g2+ x 2/4  (g2+ x 2/4)
-«т/г ,„ г \  |/По»с74-Зт1од2х ,хд+цоГ(х74—g2)+  е‘ sin(gr)

(g2+ x2/4)

+е —у.Т/2
C O S 5 f t  (•*

(g2+ x 2/4)
+

/4 —g2—т^дхГ 7 2Tiogx2+2r|og!
g2+ x 2/4 (g2+ x 2/4) 2 - ) ■ (7)

О т м е т и м ,  ч т о  п р и  х Г < 1  о т с ю д а ,  р а з у м е е т с я ,  с л е д у е т  ф о р м у л а  ( 3 ) .  В  р е-
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зонапсе (<?=0) имеет место затухание, не зависящее от т]0:

s  ^  + ■  < 8 >

Заметим, что при больших кТ  эта формула совпадает с (5), если е=0. 
При конечных qT появляется неустойчивость. Для области больших рас
строек (qT^>l) из (7) имеем

Максимальный инкремент порядка —S=i)0lqz и достигается при qT^  
— Зл/2. Это величины того же порядка, что и при чГ<1 в соответствую
щих условиях.

Фиг. 3 Фиг. 4
Фиг. 3. Изолинии пространственного инкремента; заштрихованная об
ласть соответствует усилению (S/T<0); точками отмечены результаты

аналитического расчета по формуле (6)
Фиг. 4. Зависимость максимальной величины пространственного нпкре- 
мента ((5/7,)тах<0) от потерь; точками отмечены результаты аналити

ческого расчета но формуле (0)

Результаты численных расчетов представлены па фиг. 2 -4 . Фиг. 2 
показывает зависимость S/Т  от расстройки qT при разных уровнях не
линейности (т]о7,==1, 4, 8, 10) и фиксированных потерях (х?’= 1 ). Видно, 
что при rjo '̂Ho пор—4/х появляется область неустойчивости в окрестности 
больших положительных расстроек (</Г> 1, д—т]о), максимум инкремен
та (S<0) растет при увеличении нелинейности, достигая при т)07,=10 
величины, равной 0,43. Отметим, что при q=0 декремент слабо зависит 
от л о (ср. (8)).

Поскольку величина инкремента зависит от большого числа парамет
ров (нелинейность, расстройка, время жизни, потери), была исследована 
зависимость инкремента (5<0) от расстройки и потерь при фиксирован
ном уровне нелинейности. На фиг. 3 изображены изолинии величины Sk 
на плоскости параметров qlx (—10<<//х<10) и кТ  (0<хГ<10) при 
т]07,=8. Заштрихованная область соответствует зоне неустойчивости (5< 0). 
Видно, что область неустойчивости располагается вдали от резонанса 
(q/x,> 1) и занимает сравнительно узкую область по расстройке и потерям 
(4<д/х<10, 0 < х Г < 4 ); максимальный инкремент достигается при х Т = i.

Интересно сравнить максимальный инкремент неустойчивости 
Smax(*S<0) при пулевых и конечных потерях. Расчет дает

£>т&хТ(при к Т = 0 ) = —— ; S maxT (при хГ=1) =  —
Л о  Л о

Таким образом, конечные потери даже несколько улучшают условия 
фазировки нелинейных осцилляторов, так что SUVix(>cT=l)^Smax(KT=0).
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На фиг. 4 показана зависимость максимального инкремента от %Т 
(при фиксированном уровне нелинейности г\0Т=8).  Наряду с результа
тами численного счета, показано несколько точек, соответствующих расче
ту по оценочной формуле (7). Видно, что аналитический расчет доста
точно близок к численному.

Таким образом, теоретический анализ и расчет на ЭВМ показали, что 
конечная диссипация (хТ=  1) в осцилляторах не меняет существенно 
величину максимального инкремента в сравнении с консервативным 
случаем. Следовательно, для оценок можно пользоваться расчетами по 
формуле (3), учитывая, что максимальный инкремент достигается при 
кТ=1.  В случае пузырьков, добротность которых невелика ((?—10-f-20), 
оптимальным является следующее соотношение между собственной часто
той пузырька соо и временем жизни Т: Тсо0—Ю-ь20. Впрочем, модель 
автосинхронизации, рассмотренная выше, скорее характерна для высоко
частотных осцилляторов. В частности, можно предположить, что такой 
механизм может привести к автосинхронизации гиперзвуковых фононов, 
колеблющихся в твердом теле.
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