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ПРИМЕНЕНИЕ ПРОЦЕДУРЫ «НЕЛИНЕАРИЗАЦИИ»
ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ ЗАДАЧИ ПЕКЕРИСА

Г и н д л е р  И .  В .,  К о зельски й  А. В .

Для решения дисперспого уравнения волповода Пекериса предло­
жен метод возмущений, который строится на основе процедуры «иели- 
неаризации», т. е. линейное дифференциальное уравнение второго по­
рядка для собственных функций нелинейным преобразованием сводится 
к нелинейному уравнению, но уже первого порядка, к которому и 
ищутся поправки.

В данной работе продемонстрирована эффективность процедуры «не- 
линеаризации» [1, 2] при вычислении дискретного комплексного спектра 
задачи Пекериса [3], причем в качестве «возмущения» выступает правая 
часть граничного условия.

Используемые обозначения таковы, что параметрам водного слоя глу­
биной Я соответствует пижний индекс w, а параметрам жидкого полу­
пространства (дна) — индекс Ь.

Задача Пекериса
Фт" (2) +  рт2фт (*) = 0, 0<  z <  // , (1)

* п (0 )-0 , фте(Я)/фт '(Я )= 7 ^ (Д 2+ |хт2) \  (2)
Д 2=kbz—kwz, л?=р7 р/„ /сь=0 )/се,, к10=ы/сш

существенно несамосонряжениая, поскольку даже при Im А2= 0  высшие 
моды имеют комплексные значения что соответствует запредельным 
модам. Другая сложность этой задачи состоит в том, что спектральный 
параметр |хт  входит как в уравнение (1), так и в граничное условие (2). 
Любые попытки каким-либо образом разложить правую часть граничного 
условия (2) по малому параметру приводят к тому, что получаемое при­
ближенное решение но обладает свойствами «равномерной асимптотич­
ности» по номеру моды т , т. е. получаемое решение расходится либо при 
т=тс, либо при т > т с, либо при ттг<тс, где тс — критический помер 
моды, определяемый из условия | Re Д2| = —|цтс2|, |Im Д2|< |И е  Д2|. Как 
будет показано ниже, правильный выбор начального приближения (с точ­
ки зрения «аргумента Дайсона») обеспечивает сходимость рядов теории 
возмущений при любых номерах мод т и при любых значениях парамет­
ров Д2, v, Я.

Для того, чтобы найти собственные числа задачи (1) —(2), если из­
вестны собственные числа цт<0) и фупкции фт^Чг) некоторой начальной 
задачи, которую мы пока не конкретизируем, применим следующую под­
становку (которая несколько отличается от используемой в работах 
[ 1, 2 ] )

ж

iMz)A|)m'( z ) = y m(z)/|.im, ipm(z)=exp { §Hmdz'/Ym(z') }. (3)
0

Эта подстановка отличается от используемой в [1, 2] тем, что, как по­
казывают дальнейшие расчеты, в этом случае решение уравпений для 
поправок Ут0) (см. ниже) значительно упрощается. При этом, правда, 
усложняется вычисление собственных функций по формуле (3), но это 
не существенно, поскольку вид собственной функции известен заранее,
фт(2) ~sin (|Ят(0)+ Р т(1)+  . . . )z.
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(4)

Для функций F TO(z) получаем нелинейное уравнение 

решение которого будем искать в виде
оо

т
'V1 Ш (0) , (1) , (2) ,— —Р<0 * ‘ Pm * • • • »
i-0

( 5 )

oo

m-E =y<°>+ y<»+ y<2> +■* m 1 ■* m 1 -* m * • • • t (6)
i=о

Подставим ряды (5), (6) в уравнение (3) и выделим слагаемые, имею­
щие одинаковый порядок малости:

v <0)' (0) v  <°>* (0) n 
Y  m Pm -* m pm 0,

у  ^ ) '_ о  у  (°) у  О) ■* m *-ipm m ■* m (*> у  (•>*.<«> pm -* m ‘ pm »

V < 2 ) '  о  ( ° > V < ° > V ( 2 > <2 > V < ° > 2 _1_ <2 > _L  ( ° )  V < ‘ >2 L O  <1 > V < ° > V ^ 1 >r m —2pm Fm = p m F m + p m + p m F m + 2 p m FTO F.m ,

и т. д., т. e. для поправок Ym0) получаются уже линейные уравнения. Ре­

шение для начального приближения, очевидно, есть Ym* (z)=tgpm 0,z.
Решение уравнений первого порядка для Fmu)(z) принципиально неслож­
но, хотя и сопряжепо с довольно громоздкими выкладками. Решения 
имеют вид

Fm ( z ) = p m  Z/C O S  p m  Z ,

Fm2> (z) =  (Pm2) Z+Pm^ Z2 tg р Г  z)/cOS2 p ^  Z,
(7)

и т. д. При вычислении YmU)(z) мы положили Fm(i)(0)=0. Приятной не­
ожиданностью явилось то, что особенности подинтегралышх выражений, 
возникающие при вычислении YmiJ) (z ), взаимно сокращаются при взятии 
соответствующих интегралов по частям.

Для определения поправок pmlj) необходимо удовлетворить второму 
граничному условию, которое в терминах функций Ym{i)(H) имеет вид

оо

со

Е
i - o

Ym (Я)

Е
J-О

р т

СО (8)
2 ТА- M E - " ) ’]

i«=0

Квадратный корень в (8) разложим формально в ряд по степеням 

«малого» параметра pmJ /рт°\ Рт] =  (Д2-Ьцг*0) ) ,/а. Полученный ряд умножим
со

на V 0)Z j lb n  , после чего несложные преобразования приводят к простым
i - o

соотношениям для поправок рт(Л. Однако как нетрудно видеть, сходи­
мость ряда 2 рт(Л сильно зависит от выбора начального приближения 
pm<u). Например, выбор начального приближения в виде рт(0)=/?гл/// при­
водит к ряду, который расходится для номеров мод, близких к критиче­
ским. На наш взгляд, удачным является выбор начального приближения
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при Im Д2= 0  в виде

( 0 ) т Л  I *

V"» = ~ J f  + Y arCtg

(0)

i v(g
*тЛ,м;+Ю) ’т '

(9)
Ь Г  =  (ro_7t)„ /Я , gm<0)=  (Д Ч -х Г У .

Такой выбор разумей с точки зрения «аргумента Дайсона» [1], посколь­
ку выражение (9), во-нервых, правильно описывает асимптотику собст­
венных чисел задачи Пекериса при /га» 1, во-вторых, для критических но­
меров мод (нри gTOlo)--»-0) выражение (9) дает точное значение |лш, |хт =* 
=Amt<’,. Использование (9) в качестве начального приближения приводит 
к следующему результату

( 0 )'ГП/тал 1  Я,

^ = 1 Г + ¥ аге*8 1 7 ( д'» + ю )
(») | (2), т  |Яш I flm +  . . . ( Ю ) .

<°> <°> л <0>

и £ }
( О 2,г х Г ’д *  /

i +  ^ ) +  3
С  л * 1

я  1
i v « « ( * < ) * '  +  2 i v p {°>‘m

( и >

В
(О)2

1 + 'т

т о -
7 1VP(0)»

т
( 12)

Из выражений (9) —(12) следует, что при 0 рГ( 0 ) ( 0 )

m , м
( 0 )

т
i  < ° >  /vm ••

т. е. все поправки обращаются в нуль, что соответствует критической 
моде. При /га-*<» все поправки также обращаются в нуль, и из (9) полу­
чаются правильные выражения для асимптотики спектра задачи Пеке­
риса [4], которые при Re Д2<0, Im Д2= 0  имеют вид

v =  0 . т — 2
Л

И >:— абсолютно жесткое дно;

. /  1 \  л i 1+V
0< v < l ,  —  Ы —  ;

V =  1, nm= / г а  —
1 + V i + (д/Оа .

v > l,

2 ) J1 2Н ln i _ f i  _|_ (Д/?4«у ’ 
/тал i v+1

/тал
и™ j f абсолютно мягкое дно.

Таким образом, кроме случаев v= 0  и v=°°, при /га» 1 все моды являются- 
вытекающими.

Отметим, что приведенные выражения для асимптотики спектра 
можно также получить непосредственно из дисперсионного уравнения (2).

Рассмотрим другие частные случаи. При ПеД2= 1 т Д 2= 0  (среды со­
гласованы по скорости, c,„=Cb, или частота равна пулю), все поправки 
обращаются в нуль, и из (9) следует точное выражение

/тал , 1  , 1
^т==~1Г "7 7  a r c tg  T v  =и

(т -  7t) я / / /  - In

тп/Н 2II In

2 Н
v 4 - 1 
" v ^ T

1 +  V 
1 -  V ’

V >  1,

V < 1>
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для всех номеров мод т. Таким образом, все собственные числа — комп­
лексные, как и должно быть, поскольку в этом случае модуль коэффици­
ента отражения волн от дна всегда меньше единицы [3], за исключением 
случаев v= 0  и v=°°.

При 0<Re А2<°о, Im Д2=0, v^=0, <*>, все собственные числа также комп­
лексные, поскольку в этом, как и в предыдущем случае, не реализуется 
режим полного внутреннего отражения бриллюэновских волн от дна.

При Д2= ~ , v^O, °° из (9) следует цт=тл/Н. Таким образом, выра­
жения для поправок цт(Л не имеют особенностей при любых значениях 
параметров задачи. Это означает, что используемая в данной работе тео­
рия возмущений не требует какого-либо явного малого параметра. Разу­
меется, фактически такой малый параметр все же существует — это от­
личие Цтточн—Цт(0) начального приближения (9) от точного значения. 
Величина поправок падает при увеличении номера моды т при т > т с, 
что характерно для всех известных быстросходящихся рядов теории воз­
мущений.

Для н и зш и х  мод многомодового волновода Пекериса из (9) — (12) не­
трудно получить

Ц т
тл тл

1  +
ran 1

н  + н ivAH Я  ( i  vAH)2
v V ( т — */2) (  т—Чг

- — ) +  п
2  Й (ivA НУ V V 2 2  '

(13)
т < т С1

Я = Н -  1/ivA.
Полученные выражения справедливы и при наличии малого noiхище­

ния в дне, 1т Д 2=/сь2-р, р < 1, но при этом ряд 2 j.ir(t(i) будет расходиться 
вблизи критических частот. Результаты расчетов собственных чисел \хт 
с учетом поправок только второго порядка по формулам (10) —(13) в слу­
чае слабопоглощагощего дна и соответствующих постоянных распростра­
нения мод кт= (к ю2—[1 тг) и приведены в таблицах 1, 2.

Таблица 1
Комплексные собственные значения рт  задачи Пекериса

J*S формулы тп=1 m = 2 m=3 m=10

Теория 0,020326229- 0,040657537- 0,060998180- 0,203850443-
возмуще­
ний

- i  3,1231-10-» - i  6,1700-10-» - i  9,0809-10-» - i  2,4133-10-4

(Ю)-(12) 
Асимпто­ 0,020326054- 0,040656040- 0,06099065- 0,203462625-
тика
(13)
Точный

- i  3,1195*10"» - i  6,1765-10-» - i  9,1597 * 10—5 - i  2,7997-10-4

0,020326416- 0,040657683- 0,060998279- 0,203850417-
результат - i  3,1203-10-» - i  6,1682-10“ 5 - i  9,0799-10-» - i  2,4133-10-4

С = 1 5 0 0  м / с ;  с, = 1 5 7 0  м / с ,  Н = 1 5 0  м ;  / = 3 0 0  Г ц ;  0  =  1 0 -* ;  v - ^ 1 , 7V)
Таблица 2

Комплексные постоянные распространения h m задачи Пекериса

№ формулы --1 г_ 9 Т>1 яш Ч ш =it 1--1 7/4 =  м 7Н — О

Теория 1,256472661 + 1,255979168+ 1,255155741+ 1,239992645+
возмуще­ +i 5,0522-10“7 +i 1,9973*10-» +i 4,4131 *10"» +i 3,9673-10~»

ний
Асимпто­ 1,256472664+ 1,255979221 + 1,255156106+ 1.240056347+
тика
(13)
Точный

+i 5,0465-10-7 +i 1,9993 10-° - i  4,4509-10"» +i 4,5901-10-»

1,256472658+ 1,255979164+ 1,255155736+ 1,239992649+
результат +i 5,0478* 10-7 +i 1,9967*10-» +i 4,4127-10-° +i 3,9674-10-»

= 1 5 0 0  м / с ; с 6 = 1 5 7 0  м / с ,  Л = 1 5 0  м ;  / = 3 0 0  Г ц ;  0 = 1 0 - * ;  v '  =  l , 7
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Из табл. 1 следует, что действительная часть собственного значения 
задачи Пекериса при выбранных параметрах (которые являются доста­
точно типичными) вычисляется с абсолютной точностью ^ 2-10-7 м-1 для 
первой моды и ^2-10-8 м“ ‘ для десятой моды. Относительная погреш­
ность Re[|.im—ртТочм]/Ке ртто.,,, составляет ^ 1 0 -5 для т = \  и ^ 1 0 ~7 для 
т?г=10. Столь высокая точность приводит к вычислению соответствующих 
действительных частей постоянных распространения мод (табл. 2) с точ­
ностью ^3-10_у м-1 для /72“  1 и ^4-10"9 м-1 для т=-10. Коэффициенты 
затухания мод вычислены с не меньшей точностью. Полученная точность 
означает, что при расчете поля в волноводе Пекериса ошибка в фазе 
моды достигает я /2, а ошибка в амплитуде достигает е раз на расстоянии 
порядка 106 км, что более чем достаточно для практических расчетов.

Асимптотическая формула (13) обеспечивает для низших мод точ­
ность примерно на один—два порядка хуже, чем выражения (10) —(12), 
однако и этой точности вполне достаточно для практических расчетов.

Отметим, что данным методом может быть решена н более простая 
задача о волноводе с заданным (т. е. с независящим от угла падения 
бриллюэновской волны) поверхностным импедансом.

Авторы выражают благодарность 10. А. Кравцову за внимание к ра­
боте.

ЛИТЕРАТУРА
1. Турбипср А. В. Задача о спектре в кваптовой механике п процедура нелинеарп-

зации//УФН. 1984. Т. 144. № 1. С. 35-78.
2. Гиндлср И. В. Теория возмущений для ыесамосопряжеиной волповодной задачи//

Акуст. журн. 1987. Т. 33. № 6. С. 1003-1007.
3. Бреховских JI. М. Волны в слоистых средах. М.: Изд-во АН СССР. 1957. 501 с.
4. Войтович Я. Я., Шатров А. Д. Разложение поля в подводном акустическом ка­

нале в ряд по нормальным волнам/ / Акуст. журн. 1972. Т. 18. № 4. С. 516-523.
Институт общей физики Поступила в редакцию
Академии наук СССР 17.11.1988

620


